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AYERTISSEMENT. 



J'ai réuni dans cet ouvrage les divers écrits publiés 
par Gauss sur la Méthode des moindres carrés. 

L'illustre géomètre, que les sciences viennent de 
perdre, ;itl;<chaitiiiie grande iinpoi lance à cette partie 
de ses travaux, et la meilleure manière de combiner 
les observations était| à ses yeux, un des problèmes les 
plus imporUmis de la philosophie naturelle. 

Gauss n'ignorait pas les critiques dont sa théorie 
a été Tobjet; mais son opinion bien arrêtée était que 
les géomètres adopteraient entièrement ses idées lors- 
que ses Mémoires, aujourd'hui fort rares, se seraient 
répandus davantage. C*est {pour cela, sans doute, 
qu'il a bien voulu m'écrii^e qu'il me verrait avec le 
plus grand plaisir en publier la traduction. Ces 
Mémoires forment un Traité complet de la combinai* 
son des observations , qui n'exige ni commentaires ni 
annotations. Les questions de priori lé sur lesquelles 
se sont engagées des discussions assez vives, y sont 
traitées brièvement, mais de la manière la plus nette 
et la plus loyale. J*ai donc dû me borner au rôle de 
traducteur : c'était le seul qui fût utile, et le seul 
d'ailleui*s que Gauss m eut autorisé à prendre. 

BËBTRAMD. 
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1. 

Quelque soin ({ue Ton apporte aux observations qui con- 
cernent la mesure des grandeurs physiques, elles sont for- 
cément soumises à des erreurs plus ou moins considérables. 
Ces erreurs, dans le plus grand nombre des cas, ne sont 
pas simples, mais découlent à la fois de plusieurs sources 
distinctes qu'il est bon de distinguer en deux classes. 

Certaines causes d'erreurs dépendent^ pour cbaque obser- 
vation, de circonstances variables et Indépendantes du ré- 
sultat que Ton obtient : les erreurs qui en proviennent 
sont nommées ùrâguUci'cs ou J'ortuilcSj et de même que les 
circonstances qui les produisent, leur valeur n'est pa* sus- 
ceptible dY'tre soumise au calcul. Telles sont les erreurs 
qui naissent de Timperfection de nos organes et toutes celles 
qui sont dues à des causes extérieures irrégulîércs, comme , 
par exemple, les trépidations de Tair qui rendent la vision 
moins nclte j quelques-unes des cncurs dues à Timperfec- 

U. 1 
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lion inévitable des tncillcuis iii>u iinieuts appaiiieiiucnt à 
la même catégorie. Nous citerons, par ovemple, la rugosité 
de la partie intérieure du niveau, le défaut de rigidité 
absolue, etc. 

Il existe, au contraire, d^autrea causes 4ui , dans toutes 
les observations de même nature, produisent une erreur 
identique, ou dépendant dr circonstances csseutiellemeui 
liées au résultat de Tobservation. Nous appellerons les er- 
reurs de cette catégorie, des erreurs constant es om régulières » 

Il est du reste évident que cette distinction est jusqu'à un 
certain point relative et dépend du sens plus ou moins 
large que Ton veut attacbcr à Tidée d'observations de même 
nature. Par exemple, si Ton répète indéfiniment la mesure 
d'un même angle, les erreurs provenant d'une division 
imparfaite du limbe appartiendront à la classe des erreurs 
constantes. Si, au contraire, on mesure successivement 
plusieurs angles différents, les erreurs dues à Timperfec- 
tion de la division seront regardées comme fortuites tant 
que Ton n*aura pas formé la table des erreurs relatives à 
chaque division. 

S. 

Nous excluons de nos recherches la considération des 
erreurs régulières. C^cst à l'observateur qu*il appartient 
de rechercher avec soin les causes qui peuvent produire 
une erreur constante , pour les écarter s'il est possible, ou 
tout au moins apprécier leur effet, afin de le corrige r sur 
chaque observation, qui donnera alors le même résultat 
que si la cause constante n'avait pas existé. Il en est tout 
autrement des erreurs irrégulières : celles-là , par leur na- 
ture, se refusent à tout calcul, et il faut bien les tolérer dans 
les observations. On peut cependant, par ime combinaison 
habile des résultats , réduire autant que possible leur in- 
fluence. C'est à cette question importante que sont consa- 
crées les recherches suivantes. 
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3. 

Les erreurs qui, dans des observations de même espèce, 
proviennent d'une cause simple et déterminée se trouvent 
renfermées entre certaines limites que Ton pourrait sans 
aucun doute assigner, si la nature de cette cause était 
elle-même parJaiLcrnent connue. Dans la piupai i des cas, 
toutes les erreurs comprises entre ces limites extrêmes 
doivent être regardées comme possibles. Une connais- 
sance approfondie de chaque cause apprendrait si toutes 
ces erreurs ont une facilité égale ou inégale, et, dans le 
second cas, quelle est la probabilité relative de chacune 
d'elles. La même renianpnj b ajip]i(|Uf à Terreur totale qui 
provient de la réunion de plusieurs erreurs simples. Cette 
erreur sera, elle aussi, renfermée entre deux limites dont 
Tune sera la somme des limites supérieures, Vautre celle 
des limites inférieures, correspondant aux erreurs simples. 
Toutes les erreurs comprises entre ces limites seront possi- 
bles, et chacune pourra résulter, d une infinité de manières, 
de valeurs convenables allribuées aux erreurs partielles. On 
comprend néanmoins, en écartant les difficultés purement 
analytiques , qu^il y a possibilité d'apprécier la probabilité 
plus ou moins grande de chaque résultat, si Ton suppose con- 
nues les probabilités relatives à chacune des causes simples. 

Certaines causes pourtant produisent des erreurs qui ne 
peuvent pas varier hulvcint une loi continue, mais qui, au 
contraire, sont susceptibles d'un nombre fini de valeurs: 
nous pouvons citer, comme exemple, les erreurs qui pro- 
viennent de la division imparfaite des instruments (si tou- 
tefois on veut les classer parmi les erreurs fortuites), car 
le nombre des divisions, dans un instrument donné, est 
essentiellement fini. Il est clair néanmoins que, si toutes les 
causes ({ui concourent à produire Terreur totale ne sont pas 
supposées dans ce cas , leur somme formera une série sou- 
mise à la loi de continuité, ou, tout au moins, plusieurs « 

t. 
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scries distinctes , s*il arrive qu'en plaçant par ordre de gran* 
deur tontes les valeurs possibles des erreurs discontinues, 

la dilîeroMCG entre deux ici iucs consécutifs de Ja série soit 
moindre que la difrércnce enlre les limites extrêmes des 
erreurs soumises à la loi de continuité. Dans la pratique, un 
pareil cas ne se présentera presque jamais j il supposerait, 
des défauts trop grossiers dans la construction de l'instru- 
ment. 

4. 

Désignons par la nutation o (x) la facilité relative d'une 
erreur x : on doit entendre par là , .V cause de la conti- 
nuité des erreurs y que [x) dx est la probabilité que Ter- 
reur soit comprise entre les limites »r et a: -h dx. 11 n'est pas 
possible , en général , d'assigner la forme de la fonction ^ , 
et l'on peut même affirmer que cette fonction ne sera jamais 
connue dans la pratique. On peut néanmoins établir plu- 
sieurs caractères généraux ijirelle doit nécessairement pré- 
senter : ^(x) est évidemment une fonction discontinue; 
elle s'annule pour toutes les valeurs de x non comprises 
entre les erreurs extrêmes. Pour toute valeur comprise entre 
ces limites, la fonction est positive (en excluant le cas in- 
diqué à la fin du paragraphe précédent); dans la plupart 
des cas, les erreurs égales et de signes contraires seront 
également probables, et l'on aura 

Enfin, comme les petites erreurs sont plus facilement com- 
mises que les grandes, <p (x) sera en général maximum pour 
a: =^ o et diminuera sans cesse lorsque x croîtra. 
L'intégrale 

exprime la probabilité pour que Terreur, encore inconnue, 
tombe entre les limites a et h. On en conclut que la valeur 

de cette intégrale prise entre les limites extrêmes des erreurs 
pos&ibies sera toujours égale a I unité. Et comme y {x) est 
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nulle pour les valeurs non comprises entre ces limites, on 
peut dire , daus tous les cas , t^ue 



X 



5. 

Considérons Tint^rale 

(j:) (Ix 



et représentons sa valeur par h. Si les causes d'erreur sont 

telles, qu'il n'y ail aucune raison pour que deux erreurs 
égales et de signes contraires aient des facilités inégales, on 
aura 

et, par suite, 

* = o. 

I^ous en conclurons que, si k ne s évanouit pas et a, par 
exemple, une valeur positive, il existe nécessairement une 
cause d'erreur (jui produit uniquement des erreurs positives 
ou qui , tout au moins , les produit plus facilement que les 

erreuii» ucgatives. ('cttc ([lumiiié A , qui est la nit>\( une de 
toutes les erreurs possibles, un encore la valeur niuyenne 
de X, peut être désignée commodément sous le nom de partie 
constante deVerrew. Du reste, on prouve facilement que 
la partie constante de Terreur totale est la somme des par- 
ties constantes jes erreurs simples qui la composent. 

Si la quantité Ar est supposée connue et qu*on la retranche 
du résultai de chacjue observation, en désignant par .r' l'er- 
reur de Tobservation ainsi corrigée, et la probabilité cor- 
respondante par (f' (x^), on aura 

et, par suite, 



•«o J — 00 •/—ce 
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en 90Tte que les erreurs des observatious corrigées n'oDt pas 
de partie constante. Ce qui, du reste, semble évident ù 
priori. 

a. 

La valeur de l^intégrale 

Xao 

c'est-à-dire la valeur moyenne de j^, fait connaître lexîs- 
tence ou la non-existence d'une erreur constante, ainsi que 
la valeur de cette erreur; de même Tînt^grale , 



30 

x'f («) dx, 

— 00 



cVsl-à-dire la valeur moyenne de x*, parait très-propre à 
déiinir et à mesurer, d'une manière générale, l'incertitude 
d*nn syatème d'observations ; de telle sorte <{u*entre deux 
systèmes d^observations in^alement précises, on devra re- 
garder comme préférable celui qui donne à Fintégrale 

oc 



-00 



une moindre valeur. Si Ton objecte que cette convention 
est arbitraire et ne semble pas nécessaire, nous en conve- 
nons volontiers. La question qui nous occupe a, dans sa 
nature même, quelque chose de vague et ne peut être bien 

précisée que par un principe jusqu'à un certain point arbi- 
traire. La détermination d'une grandeur par Tobservation 
peut se comparer, avec quelque justesse, à un jeu dans lequel 
il y aurait une perte à craindre et aucun gain à espérer : 
chaque erreur commise étant assimilée à une perte que Ton 
fait, la crainte relative à un pareil jeu doit s^exprimer par la 
perte probable, c'estpè-dire par la somme des produits des 
diverses pertes possibles par leurs probabilités respectives. 
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Mais quelle peric doit-on assimiler à une erreur détermi- 
née? C'est ce qui n'est pas dair en soi; cette détermination 
dépend en partie de notre volonté. Il est évident^ d'abord^ que 
la perte ne doit pas êtfe regardée comme proportionnelle à 
l'errear commise; car, dans cette hypothèse, une erreur 
positive représentant une perle, Terreur négative devrait 
être regardée comme un gain : la grandeur de la perle doit, 
au contraire, s'évaluer par une fonction de Terreur dont la. 
valeur soit toujours positive. Parmi le nombre infini de 
fonctions qui remplissent cette condition , il semble natu- 
rel de choisir la plus simple, qui est, sans contredit, le 
carré de l'erreur, et, de cette manière, nous sommes con- 
duit au principe proposé plus haut. 

Laplace a eousidéré la question d'une manière analogue, 
mais en adoptant, pour mesure de la perte, Terreur elle- 
même prise positivement. Cette hypothèse, si nous ne nous 
faisons pas illusion , n'est pas moins arbitraire que la nôtre : 
faut-il, en effet, regarder une erreur double comme plus 
ou moins regrettable qu'une erreur simple répétée deux 
fois, et faut-ii , par suite, lui assigner une importance 
double ou plus que double? C'est une question qui n'est 
pas claire, et sur laquelle les arguments mathématiques 
n*ont aucune prise; chacun doit la résoudre a son gré. 
On ne peut nier pourtant que l'hypothèse de Laplace ne 
s^écarte de la loi de continuité et ne soit, par conséquent, 
moins propre à une étude analytique ^ la nôtre, au contraire, 
se recommande par la généralité et la simplicité de ses con- 
séquences. 

7. 

Posons , en conservant les notations précédentes, 

Xf(x)jB'dx zs m* : 

nous appellerons m ï erreur moj enne à craindre ou, sim- 
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plement, Terreur moyenrte^es observations ronsidérées. 
Nous ne limitons pas, du reste, ccttr (It iioijinialioii au ré- 
sultat immédiat des observations , mais nous l 'étendons , au 
contraire, à toute grandeur qui peut s'en déduire d^une 
manière qiielconque. Il faut bien se garder de confondre 
cette erreur moyenne avec la moyenne arithmétique des 
erreurs , dont îl est question dans Tart. 5. 

Si nous coiH|i;iioris plusieurs sy su- m es d observations ou 
plusieurs grandeurs résultant d'observations auxquelles on 
n'accorde pas la même précision, nous regarderons leur 
poids relatif comme inversement proportionnel à m*, et leur 
précùton comme inversement proportionnelle à m. Afin de 
pouvoir représenter les poids par des nombres, on devra 
prendre, pour unité . le poids d'un certain ^stème d'ol»ser> 
valions arbilrauement choisi. 

8. 

Si les erreurs des observations ont une partie constante, 
en la retranchant de chaque résulta^ obtenu, l'erreur 

moyenne diminue, le poids vi la piécision augmentent. En 
conservant les notations de Part. 5, et désignant par m' 
l'erreur moyenne des observations corrigées , ou aura en 
effet 

J— 00 J— to 

Si , au lieu de retrancher de chaque observation le nom- 
bre A, on K tiain liait un autre nombre /, le euiic de 
rerreur moyenne deviendrait 
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9. 

Soient X uu coeiiicieut détermiac cl |x la valeur de 1 iii- 
t^rale 

^ sera la probabilité (\uc l'erreur trune cerlaîne observa- 
tion soit moindre que Xm en valeur absolue ) i — ^ sera, 
au oontraire, la probabilité <pie cette erreur surpasse Xm. 

Si , pour ^ = - 9 Xf» a la valeur p, il y aura probabilités 

égales pour que Terreur soit plus petite ou plus grande 
que p : p pourra donc être appelé Vemur probable, La re- 
lation qui existe entre X et fi dépend de la nature de la 
fonction ^, qui est inconnue dans la plupart des cas. Il est 

iiiléress iuL d'étudier celle relation dauâ quelques casparli- 
culier.s. 

I, Si les limites extrêmes des erreurs possibles sont 
4- a et -^a, et si, entre ces limites, toutes les erreurs 
sont également probables, la fonction 9 {x) sera constante 

enlie ces mêmes limites, et, par eoiisequenl, égale à ^« 

Par suite , on aura 

tant que X sera inférieur ou égal à ^3; enfin ^ 



m 



m 



= 0,8660254 m » 



et la probabilité pour que Terreur ne surpasse pas Terreur 
moyenne est 

^/^ = o,59735oS. 

II. Si — a et -h A sont encore les limites des erreurs 
possibles, si Ton suppose , de plus, que la probabilité de 
ces mêmes erreurs aille en décroissant à partir de Terreur o 
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comme les tennes d*tiiie progrewîon arithmétique, on aura 

. . a — » 
^ a* , 

pour les valeurs de x comprises entre o et -h a, et 
poor les valmn comprises entre o et — a : de là on déduit 

tant que X est compris entre o ei v 6 ^ 

tant que /x est compris entre o et ij et, enfin, 
= « (^6 — ^) = 0,7174389 J». 

Dans ce cas, la probabilité que Terreur restera inférieure 
à Terreur moyenne sera 

1 — ^ = 0,6498299. 

ni. Si nous supposons la fonction 9 (x) proportionnelle 

k e *• [ce qui, en réalité, n*est vrai qu*approxîmative- 
ment (^) J, elie devra être égale à 



v1 



on eu conclut 



m 



(voir Disquisitioncs générales circa seriem in/inùam, 
art. 28, Mémoires de Gottmgue, tome II). 

(*) Il faul se reporter, pour comprendre celte remarque» à un chapitre 
du TAMwitf Mouu Corporum eœlestium, dans lequd H. Gmvn montre que 
wtto loi de probabilités «stla pliift^MiMmblable qae Ton pniise «dopter. 
A la fin du Tolnine nous reprodnisoiit ca chapitre, dans leqael l'îllaalre an- 
leur a fvt <»Dna(fre pour la première fois la méthode des moindres carrés. 
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Si Von désigne par 0z la valeur de T intégrale 



-1 



A, 



on aura 



Le laldean smYant donne quelques valeurs de cette quan- 



tité 



0,6944897 


0,5 


o,84i6i»t3 


0,6 


I ,0000000 


0 ,6826895 


1 ,0364334 




1 ,2815517 


0,8 


1 ,6448537 




2,5758293 


<>.99 


3,291 83o I 


o»999 , 


3,8905940 


o»9999 


00 


I 



10. 

Quoique la relation qui lie X & dépende de la nature 
de la fonction on peut cependant établir quelques résul- 
tats généraux , qui s'appliquent à tous les cas dans lesquels 

cette fonction ne sera pas croissante avec la vak ur absolue 
de la variable x ^ alors on aura les iliéorèmes suivants : 

X ne dépassera pas fi ^ toutes les fois que ft sera infé- 

, 2 

rieur a ^; 



X ne dépassera pas 
a 

passera ^* 



3v^ 



,9 toutes les iois que ^ sur- 
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Lorsque f<> = ^* deux limites coïocidcnt et X ne peut 

pas être supérieur à 

Pour dëmoiit n r ce ihéorème remarquable, représeutous 
par la valeur de TiuLégrale - 



L 



— « 



alors y sera la probabilité pour qu'une erreur soit com- 
prise entre — a: et H-x. 
Posons 

on. aura 

3l»(o)=:o ety(/)= ' ; 

H- f (—X) 

ou en conclut, en ayant égard aux hypothèses qui ont été 
faites, que, depuis jr = o jusqu'à j'ssi, ^'(x) est tou- 
jours croissant, ou du moins n'est pas décroissant, et que, 
par suite , ^" (y) est toujours positif, ou du moins n*est 
pas négatif. Or nous avons 

d.f Y (y) = f ( j) dr 4- ix) <ijr , 

par suite, • 

y^' (j) — (y) a donc une valeur constamment pt^sitive, 
ou du moins cette expression ne sera jamais négative. 

Il suit de là que i — y-^''[y) toujours positif et uioia- 

dre que l'unité. Soit f la valeur de cette difiérence pour 

j ^. ^ eauic de Àm, ou'a 
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d'o& l'on condnt 

Cela posé, considérons la fonction 

que nous désignerons par F ( j), et posons 

</.F(/) = F'(j)4r} 
on aura évidemment 

F(ii) = Xm = ;(|*), 

Or, puisque {y) croit continueilement (ou du moins ne 
décroît pas, car c*est ainsi qu'on doit toujours Tentendre) 

loisque / croît, et que, d'un autre côté, .F'(j) est con- 
stant, la ditl'ércnce 

serapositivepour toutes les valeurs de/ plus grandes que fx, 
et négative pour les valeurs de y plus petites que fi* On en 
conclut que la dîflTérence r\, (y) ^F{jr) est toujours posi- 
tive, et, par suite, ^ (f) sera certainement plus grand que 
F(j) eu valeur absolue, tant que la fonction F (y) sera 
positive, c'est-à-dire depuis j = juscju'à j = i. La 
valeur de l'intégrale 

sera donc inférieure à celle de 1 intégrale 
et à forUori moindre que - 
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c*eftt-Â-dîn3 moindre que m*. Oi* la première de ces inté» 
grales a pour valeur 

donc 

y désignant , on ne J'a pas oublie, un nombre compris 
entre o ei i . 

Si notu considérons / comme variable , la fraction 
aora pour différendelle 

celle fraclion sera donc continuellement décroissante lors- 

«pie f croîtra de o à i, et que Ton aura , en outre, <! 3 % 

sa val^r maximum correspondra à f = o cl sera égale à 
3fi*, de aorte que, dans ce cas, le coefficient A sera cer- 
iaiaement inférieur, ou du moins ne sera pas supérieur 

à Ce qu*il fallait démontrer. 

Lorsqu'au contraire fi est plus grand que ^9 la valeur 

de la .fonction sera maxinmm lorsi|ue 

a — 3fi + p/=o, 

c'esl-à-diie lors<jue 

7^3-^ -, 

v- 

et cette valeur maximum sera 

4 ■ 
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par conséquent, dans ce cas, le coefficient X n'est pas plas 

grand que — .. > comme uous lavions annoncé. 

3v/i— p 



Faisons, par exemple, 



t 



alors X ne peut pas surpasser c^est-i-dîre que Ter- 

reur probable ne peut pas surpasser 0,8660264 m, à la> 
quelle elle devient égale dans le premier cas examiné 
(art« 9) : on conclut facilement de notre théorème que ft 

n'est pas moindre que X ^ , tant que X est moindre 
que et qu'au contraire, il n*est pas inférieur à 

1 — ^) lorsque X est plus grand que 



11. 

L'intégrale 



se présentant dans plusieurs problèmes que nous aurons â 
traiter, il ne sera pas inutile de l'évaluer dans quelques cas 
particuliers. 
Posons 

t/— .00 

I. Lorsque 

pour les valeurs de x comprises entre et -ha, on a 

a* q 
* =? s « nt*. 
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II. Lorsque 



(II* cas , art. 9), x étant encore compris entre — a et H- o f 
on a 

= — = a' = -y I»*, 
i5 5 



III. Dans le troisième cas, lorsque 

e ^ 

on trouverai diaprés les résultats obtenus dans le Mémoire 
cité plus haut, 

= ? A«=5 3m«. 
4 

On peut d'ailleurs démontrer qu'en restant dans les Lypo- 

I 

thèses admises au paragraphe précédent » le rapport ^ 
n'est jamais inférieur à 

12. 

Désignons par x\ x'\ etc., les erreurs commises 
dans des observations de même espèce, et supposons que 
ces erreurs soient indépendantes les unes des autres. Soit, 
comme plus haut , <p [x) la probabilité relative de Terreur 

x-^ considérons une fonction rationnelle j^, des variables 

LHnlégrale multiple 

étendue à toutes les valeurs des variables x^ x'y x'\ etc., 
pour lesquelles la valeur de y tombe entre les limites don- 
nées o, >7, représente la probabilité que ht, valeur de y soit 
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comprise entre o et 73. Or cette intégrale est évidem- 
ment une fonction de m. Représentons sa dilTérentielle par 
<{> (u) 19 9 de sorie que Tintégrale oomidërëe soit égale à 




.et que, par conséquent, ^{n) représente la probabilité 
relative d'une valeur quelconque de^. x pouvant être re- 
gardé comme une fonction des variables /, x', etc., 
que nous désignerons pary^( x\ x", . . .), Tintégrale (1) 
prendra la forme 

où y doit varier depuis y^o jusqu'à et les an- 

tres variables reçoivent toutes les valeurs pour lesquelles 
f(y-,x\x!',,,) est réelle. 
On aura donc 

Tintégration , dans laquelle y doit être regardé comme une 

' constante, s'étendant à tontes les valeurs dt's variables 
x\ x"^ etc., pour lesquelles x', x",...) prend une 
valeur réelle. 



L intégration piéccdcjitc exigerait, il est vrai, la con- 
naissance de la fonction f , qui est inconnue dans la plupart 
des cas. Lors même que cette fonction serait connue, le 
calcul surpasserait, le plus souvent, les forces de Tana* 
lyse. Dès lors il sera impossible d^obtenir la probabilité de 
chacune des valeurs de y\ mais il en sera autrement si Ton 
désire seulement la valeur moyenne à^y^ qui sera donnée 
o. 2 
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par 1 iiuégrale 

étendue à toutes les valeurs po&sible^ âo y. 

Si , par la natare de la fonction , ou à cause des limites 
imposées & Xj x\ x"^ etc.,jr n*est pas snsoeptihle de recevoir 
toutes les valeofs, oo devra supposer que ^{y) s'ammle 
pour toutes les valeurs que y ne peut atteindre, et Ton 
pourra alors étendre rinl^gration de — oo à + œ • 

Mais r intégrale 

pcÎM entre des limites dëtenninées m et a', est ^;ale i 

pt/ix.'.'". -) '^•^^•^•rfj.'*'""^ ït-^) î(x")...-(r<*»'^*..., 

prise depuis j' = yy jusqu^ï y == r' et étendue à toutes les 
valeurs des variables 3^ ^ x" , ele., pour lesquelles ^ est réelle. 
Cette intégrale est égale, par conséquent, à Tintégrale 

dans laquelle / sera eiq»rimé eu fonction de jr, a/, x', etc., 
la sommation «'étendant à toutes les valeurs des yariables 

qui laissent / compris futre r, et yj'. D*après cela, 1 inté- 
grale 

'06 

peut se mettre sous la forme 

J 7f (d?) ^{^)y(^). , . âxdx^dx" . . 

rîntégration s^étendant à toutes les valeurs réelles de 

X, X^^ x"^ c'esl-à-dire dcipuis a? = — oo à = H- x , 
x'ss — 00 àa:'=^-ûo, etc. 



Digitized by Google 



( '9) 

Si la foncdon y se réduit k une somme de termes de la 
forme 

la valeur Je Tiulégraie 

étendue à toutes les Taleurs de j^, c'est-à-dire la valeur 
moyenne de/, sera égale à une somme de termes de la forme 

c'est-à-dire (jue la valeur moyenne de^ est égale à une 
somme de termes déduits de ceux mêmes ipn oomposeni 
en y remplaçant x"*, x'^^ x"^^ etc., par ienrs valeors 
moyennes. La démonstration de ce tbéorème imponant 
pourrait ûcilement se déduire d'antres jconsidéradons. 

15. 

Appliquons le théorème précédent au cas où Ton a 

-4- 4- x"' 4- . . . 
jr = ^ , 

9 désignant le nombre des termes du numérateur. 

On trouve tout de suite ^ue la valeur moyenne de y est ^le 
à m* (la lettre m ayant toujours la signification de l'art. 5). 
La véritable valeur àey peut être inférieure ou supérieure 

à sa moveniic, de même que la ^ i aie \aloiirdc j:° peut, dans 
chaque cas, c lic inférieure ou bupéiieureà m'^ mais la pro- 
babilité pour que la valeur fortuite de y ne diffère pas sen- 
siblement .de m' , s'approchera sans cesse de la certitude à 
mesure que 9 deviendra plus grand. Pour le montrer plu» 
clairement, comme il est impossible de chercher exactement 
cette prob^ilité, nous 'chercherons V erreur moyenne à 

2. 
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cnundreeïLÙâMakiys=m*, D'après ce qui a ëlé dit (art. 6)^ 
cette erreur sera la racioe carrée de la moyenne de la fonc- 
tion 

{ ; "")• 

Pour la trouver, il suffit d'observer que la valeur mojenue 
d'un terme tel que — est égale à — ('i ayant la mèmesigiiî'» 
fication que dans Tart. 11 ), et que la valeur moyenne d*nn 
terme tel que — ^ — est égale à -p-j par conséquent, la 
valeur moyenne de cetle fonction sera 



De }a nous oonduims que si le nombre des erreurs irré* 
gnlières est suffisamment grande la valeur de m sera repré- 
sentée , avec une grande certitude , par ja formule 



m= \/ 9 ^ 



et V erreur moyenne à ciauulre dans la détermination du 
carré de m, sera égale à 



v/ 



9 

Comme cette dernière formule contient la quantité n , 

si Tou veut seulement se faire une idée du degré de préci- 
sion de celte déterminalion , il suffira d'adopter pour la 
fonction f une hypothèse particulière. 

Si noua prenons , par exemple , la troisième hypothèse des 

art. 9 et U , cette erreur sera égale à m* Si on le 

préfèio, on pourra obtenir une valeur approchée de »* au 
moyen des erreurs elles-mêmes, à F aide de la formule 
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On peHt adBriner géiiéi alemeut qu^utie précision deux fois 
plus grande dans cette détermination exigera un nombre 
d'erreurs quadruple , c^est-a-dire que le poids de la déter- 
mination est proportionnel au nombre <r. 

On verrait de la même manière que si les erreurs des 
observations renferment une partie constante, on déduira de 
ieur moyeulie arithmétique une valeur de la partie constante, 
.et cette valeur sera d'autant plus approchée que le nombre 
des erreurs sera plus grand. Dans cette détermination, 

Terreur moyenne à craindre sera représentée par 1/ — 9 

A tiésigiiaiit la*pariic constante, et m Terreur moyenne des 
observations non corrigées de leur erreui^ constante. Elle 

sera représentée siuiplenient par si m représente l'er- 
reur moyenne des observations corrigées de la partie con- 
stante { voyez art, 8)% 

46. 

Dans les art. 12 4 1^ nous avons supposé que les 
erreurs x\ x"^ etc., appartenaient au même genre d'ob- 
servations , de sorte que la probabilité de cluicuiie de ces 
erreurs était représentée par la même fonction. Mais il est 
évident que les principes généraux exposés dans les ar- 
ticles 12 à 14, peuvent facilement s'appliquer au cas plus 
général où les probabilités des erreurs x\ x", etc., sont 
représentées par des fonctions diliércutes 

?(^)» ?'(-^)t ?"(-^-")» • • •» 

c'est-à-dire lorsque ces erreurs appartiennent à des obser- 
vations qui n'ont pas le même degré de précision. Suppo- 
sons qaex désigne Terreur d*une observation dont Terreur 

movenne à craindre soit m; x', x'\ etc., celles 'd*autres 
observations doul les erreurs moyennes à craindie soient 
respectivement m\ m"^ etc. : alqrs la valeur moyenne de 
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la somme • 
sera 

OT'*-h OT*»-*- .... 

Or, si l'on sait, par ailleurs, que les quantités m, ni\m'\elc,f 
sont respectivement proportionnelles aux nombres, i^f^^ 
etc.f la valeur moyenne de Tezpression 

... 

sèra ^gale à m^. Mais si nous adoptons pour m* la valeur que 
prendra cette expression, en -y substituant les erreurs 

x,x\ X % etc., telles que le hasard les olîrira, Terreur 
moyenne qui afTecte cette détermination sera , d'après Tar- 
Ucie précédent, 

oà n', n^, ecc*, ont la même signification , par rapport à la 
seconde et à la troisième observation , que n par rapport k la 
première ; et si Ton peut supposer les nombres n^n\n '^ etc. , 
proportionnels à m, m', w'^, etc. ^ cette erreur moycune à 
craindre sera égale à 

l -t- * H- ^' 4- . . . 

mais cette manière de déterminer une .valeur approchée 
de m n*est pas la plus avantageuse. 

Considérons rexpression plus générale 

dont la valeur moyenne sera aussi m*, quels que soient les 
coefficients a', cl", etc. L'erreur moyenne à craindre lors- 
qu'on substitue la valeur à une valeur de déterminée 
d'après les erreurs fortuites oet, x\ x'^^ etc., sera, d*apTès 
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les principes précédents^ donnée par la formule 



1 -4- « ^ * H- a ^ ' 



Pour que cette erreur soit la plus petite possible^ il faudra 
poser 



— m* 
us'*— lfl'< 



Ces valeurs ne pourront pas s'évaluer tant qu'on ne con- 
naîtra pas les rapports ~> etc. Dans rignorauce où l'on 

est de leur valeur exacte (*)9 le plus sùr sera dé les sup- 
poser l'gaux entre eux { voyez art. il), et l'on âiirâ jafojrs 



c'e$t-à-<Urc que les coefficients a', (x'^etc., doivent éirs sup- 
posés égaux aux poids relatifs des diverses observations* e^ 
prenant pour uiiité le poids de Celle â laque&e cbrrèspoiui 
l'erreur x. Ceci posé^ désignons^ coinnié ci-déssus, V^^ ^ 1^ 
nombre des erreàrs proposées; la yalèur n^<^yeniie de Tc^- 
pression 

sera égale à m% el lorsque nous prendrons, pour la vraie 
valeur de m*, la valeur de cette expression déterminée 
au; moyen des crlvnrs fortuites a?, x') x"^ etc., l'erreur 
moyenne h craindre sera 



( * ) Un m confit la pOMlbililA ét flélemiiner exactement , p.'t /m", oic., 
qae dans le aenl cas oA , |Mir la nature de la fonction f, lesenreurs x,**, 
etc., proportionncllei ï /(» ft'r ^t<^*t KOralent ^lemeni probables » 
c'eai-k-djro le eas oA 

(NoutUtA.GàJLn.) 




( ='4 ) 

et, enfin, s'il est permis de supposer les cpiantiiés n^n\ 
n', etc.) proportionnelles à m, m', m'\ etc., celte ex- 
pression se réduira à 



résultat iJt^ilique à celui (jue nous avons trouvé dans le cas 
où les observations sont toutes de mcmc espèce. 

M. 

Lorsqu'une observation dont la précision n^ésc pas abso* 

lue , fait corinaîlrp uïio tcitaine quantité liée aiiaU îique- 
ment à une t^randrur inconnue, le résultat de cette ob.^cr- 
valiou peut fournir pour l'inconnue une valeur erronée, 
mais dans la détermination de laquelle il n'y a rien d'ar- 
bitraire c{ui puisse donner lieu a un choix plus ou moins 

vraisemblablet 

Mais si plusieurs fonctions de la même inconnue sont 

données par des observations iaipai faites, chaque ob^ei va- 
tîon fouiiiira une valeur de l'inconnue, et l'on pourra éga- 
lement obtenir des valeurs, par la combinaison de plusieurs 
observations. H y a évidemment une infinité de manières 
d*y parvenir; le résultai sera soumis, dans tous les cas, à 
une erreur possible. Selon la combioaison adoptée. Terreur 
moyenne à craindre pourra être plus Jft moins grande. 

La même chose aura lieu si plusieurs quantités obser- 
vées di' pendent à la fois de plusieurs inconnues. Selon que 
le nombre des observations sera égal au nombi e des incon- 
nues, ou plus petit ou plus grand que ce nombre, le pro- 
blème sera déterminé, ou indéterminé, ou plus que déter- 
miné (du moins en général) y. et, dans ce troisième cas, les 
observation» pourront être combinées d'une infinité de 
manières pour fournir les valeurs des inconnues. Parmi ces 
combinaisons, il faudra choisir les plus avantageuses, c'est- 
à-dire celles qui fournissent des valeurs pour' desquelles 
Terrettr moyenne à craindre est la moindre possible. Ce 
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problème esl certainement le plus îm]^>ortant que présente 
rapplication des mathématiques à la philosophie matorelle. 

Nous avons motilré, dans la Théorie du Mouvement des 
Corps célestes, comment on trouve les valeurs les plus pro- 
bables des inconnues lorsque Ton connaît la loi de proba- 
bilité des erreurs des observations, et comme, dans presque 
tous les cas, cette loi par sa nature reste hypothétique, 
nons^avons .appliqué cette théorie à l'hypothèse très-plau- 
sthle, que la prohahilité de Terreur x soit proportionnelle 
à e'**'*; de là cette méthode (|ue j*ai suivie, surtout dans 
les calculs astronomiques, et que maintenant la plupart 
des calculateurs emploient sous le nom de Mélliode des 
moindres carrés. 

Dans la suite, Laplace, considérant la question sous un 
autre point de vue, montra que ce principe est préférable 
à tous les autres, quelle que soit la loi de prohabilité des 
erreurs, pourvu que le nomhre des ohservations soit très* 
grand. Mais lorsque ce nomhre est restreint, la question 
est eïuorr iiita( te-, de sorte que, si 1 on rejette notre loi 
hypothétique? , la méthode des moindres carrés serait préfé- 
rable aux autres, par la seule raison quVlle conduit à des 
calculs plus simples. 

Nous espérons donc être agréable aux géomètres en dé- 
montrant, dans ce Mémoire, que la méthode dés moindres 
carrés fournit les combinaisons les plus avantageuses des 
observations, non-seulement approximativemenl, mais en- 
core d'une manière absolue, et cela quelle que soit la loi de 
probabilité des erreurs et quel que soit le nombre des ob- 
servations, pourvu que Ton adopte pour l'erreur moyenne, 
non pas la définition de Laplace, mais celle que nous avons 
donnée dans les art. 5 et B. 

Il est nécessaire d'avertir ici ((ue , dans les recherches 
suivantes, il ne sera question que des erreurs fortuitt s dimi- 
nuées de leur partie constante. C'est à Vobservateur qu'il 
appartient d'éloigner soigneusement les causes d'erreur» 
constantes* 
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Nous réscrvous pour une autre occasion resamen du cas 
où les obsenraiioDS sont ailèctées dune «rreur oonstante 
inconnue , el nous Iraiterons œtte question dans un autre 
Mémoire. 

18. 

PBOBLÈME. 

Soit U une Jonction donnée des inconnues V , V, \ elc. \ 
on demande V erreur moyenne M à craindre dans la dé- 
. tennination de la valeur de IJ , lorsque ^ au lieu des 'véri" 
tables ^faleurs de V, V, V^', ( tr., on prend les valeurs 
déduites d'observations indépendantes les unes desauîres^ 
m,ni',m^, etc., étant les erreurs moyennes qui correS" 
pondent à ces diverses observations. 

Solution, — Désignons par e, e', e'\ cit ., les m eurs des 
valeurs ob&eivccs \ , V, V, etc.-, Terreur qui en résultera, 
pour la valeur de la fouclion U , pourra s'exprimer par la 
fonction linéaire 

he-h x'e' H- A"e" -h . . . = E, 

où A, V, X", elc. , représentent les dérivées ^5 , , » etc. , 

lorsqu'on y remplace V, V, V^',etc.9 par leurs vraies valeurs. 

Cette valeur de Ë est évidente .si Ton suppose les Obser- 
vations aasez exactes pour que les carrés et les produits des 
erreurs soient négligeables. U résulte de U que la valeur 

moyenne de E est nulle , puisque l'on suppose que les er- 
reurs des observations n'ont plus de partie constante. Or 
l'erreur moyenne M, à craindre dans la valeur de U, sera 
la racine carrée de la valeur moyenne de Ë'^ c'est-^«>dire 
que M' sera la valeur moyenne de la somme 

mais la valeur moyenne de l*e* est celle de V*e'^ 

est X'^m'*, etc., enfin les valeurs moyennes des produits 
nlVee' sont toutes nulles; donc on aura 
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11 est bon d'ajouler plusitnirs roaiaiquc s à cctle solution. 

L Puisqu'on néglige les puissances des erreurs qui sont 
supérieures à la première , nous pourrons , dans notre for- 
mule, prendre pour X, X', X'', etc., les valeurs des eoefficients 

différentiels ^» etc., déduites des valeurs observées \ , \ \ 

V^', etc. Toutes les fois que U est une fonction linéaire, 
cette substitution est rigoureusement exacte. 

11» Si , au lieu des erreurs moyennes , on préfère intro- 
duire les poids des observations, supposons que p^p^ 
p"^ etc., soient Ks poids lospectifs, l'unité étant arbi- 
traire , et P le poids de la valeur de U j ou aura 

p p 

m. Soit i une autre fonction de V, V, V", etc. j posons. 

L'emur coiumiae sur T« en adoptant pour V«-V, V, etc. 
les résultats fournis par l'observation . sera * 

etl'erreur moyenne à craindre dans cette détermination sera 

ll est évident que les erreurs E et né seront pas indépen- 

daulcs Tune de Tautre, et que la valeur moyenne du pro- 
duit EE' ne sera pas nulle comme la valeur moyenne de ee'^ 
elle sera égale à - 

xXi»» -4- «'XW -H «"X"»"» H- . . . . 

IV. Le problème comprend le cas où les valeurs des quan- 
tités V, V, V", etc., ne sont pas données immédiatement 
par l'observation , mais sont déduites de combinaisons quel- 
conques d'observations directes. Pour que cette extension 
soit l^itîme , il faut (|ue les déterminations de ces quantités 
soient indépendantes , t cst-à-dire qu'elles soient fournies 
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parties observalioas diilëreutes. Si cette condition d'iudë- 
pendance n'était pas rempHe, la formule qui donne la valeur 
de M ne «eraît plus exacte. Si 9 par exemple , une même ob- 
servation était employée, à la fois, dans la détermination 
de V et dans celle de V', les erreurs e et e' ne seraient plus 
indcpeudantes , et la valeur moyenne du produit ee' ne se- 
rait plus nulle. Si Fou connaît, dans ce cas, la relation qui 
îîe V et A' aux résultats des observations simples dont ils 
dérivent^ ou pourra calculer la valeur moyenne du pro- 
duit ee'y comme il est indiqué dans la remarque III » et dès 
lors corriger la formule qui donnera M. 

19. 

Soient V, \', V', etc., des fonctions des inconnues j:, 
y, etc.', soient u le nombre de ces fonctions, p le nom- 
bre des iaconnues) supposons que des observations aient 
donnéy immédiatement ou médîatement, L, L'y etc., 
pour valeurs des fonctions Y, V, V, etc., de manière ce- 
pendant qne ces déterminations soient absolument indé- 
pendantes les unes des autres. Si p est plus grand que cr, la 
recherche des inconuurs est un problème indéterminé. Si 
|0 = ny, chacune des inconnues jr, ^, etc., peut être re- 
gardée comme calculée eu fonction de V, V, \^', etc. \ de 
sorte que les valeurs des premières peuvent être déduites 
des Taleurs observées de ces dernières, et Fartide précédent 
nous permettra de calculer la précision relative de ces di- 
verses déterminations. Si p est plus petit que cr, chaque 
inconnue jt, y, ^, etc., pourra être exprimée d'une infinité 
de manières, en fonction de V, V, V^, etc., et, en général , 
ces valeurs seront diiféreutes^ elles devraient coïncider si 
les observations étaient, contrairement à nos hypothèses, 
d'une exactitude rigoureuse. Il est clair, d'ailleurs, que les 
diverses combinaisons fournissent des résultais dont la pré' 
cision sera, en général , difrércnte. 

D'ailleurs si, dans le deuxième et le troisième cas, les 
quantités V , V, etc., sont telles que cr — p-ï-i d'entre 
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«•Iles, OU davantage, puisseiil èli e regardées comme des fonc- 
iioiis des autres, le problème est plus que déterminé relative- 
ment â ces dernières fonetions et indéterminé relativement 
aux inconnues jr, Zy etc. \ et Ton ne pourrait même pas 
déterminer ces dernières inconnues , quand Inen même le? 
fonctions V, \", V, etc., seraient exactement connues : mais 
nous cxe]uon€ ce cas de nos recherches. 

Si V, V, V', etc., ne sont pas des fonctions linéaires des 
inconnues, on pourra toujours leur attribuer cette forme, 
en remplaçant les inconnues primitives par leur différence 
avec leurs valeurs approchées, que Ton suppose connues ^ 
les erreurs moyennes à craindre dans les déterminations 

étant désignées respectivement par m, m* y m^, etc.^ et les 
poids de ces déterminations, par p^p\ p"^ etc , de telle sorte 

<[ue 

Nous supposerons connus les rapports des erreurs 
moyennes ainsi q[ue les poids, dont l'un sera pris arbitrai- 
rement. Si nous posons enfin 

(V-L)v/^=:p, (r-L')v/? = i.',..., 

les choses se passeront ensuite comme si des observations 
immédiates, également précises et dont l'erreur moyenne 

aurait pour valeur m ^ ^ avaient dcmné 

20. 

PROBLÈME. 

Désignons par v, v', v", etc., tes fonctions linéaires 

siuvanLcs des indéteniUtiées x , y, z, etc., 

V = ax -\- by -i-r« 

c"»+. . .+ r, 
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Parmi tous ï(s systèmes des cocjficKnts y., x', etc., 
qmi dofinetU identiquement. 

k étont indépendant Je x, y, z, etc., trouver celui pour 
lequel H- -f - x"* -f - . . . est mùunrnm* 

Solution* — Posons 

av aW a" v" . , csÇ, 



yi, Ç seront des iouclious linéaires de x,^, <ît Ton 
aura 

Ç = ^ rte H- -H 2 ^ ■+-... 4- 2 c/ , 

OÙ 

et de même pour les auti'es S. * 

Le nombre des (juantitÀ i^^^K^ ^^^*) est égal au noia* 
bre cr des incoimues x^y^z^ etc.; on pourra donc obtenir, 
par élimination, une équation de la forme suivante [*)y 

jc = A -h (fiwt) « -4- («p) («7) ^ - . , 

fjni sera satisfaite identiquement lorsquOn remplacera 
$,ri,{[, par leurs valeurs (3). Par couséquciit, si Ton 



(*) On verra plub loin la raibon qui nous u conduit à Ucsi^iier les cocffi- 
dents de cette formule par le notetion ( «a ) , ( ) , etc. 




Digitized by Google 



( 3. ) 

pose 



(4) 



a {aa) + £ («P) c («7) H = a, 

a* (flwx)-f-6'(aP)H-c' («7) -|-. . ,= a', 

tf* (««) 4- i';(a(l) -H c" («y) -h . . 



OD aura identiquement 

(5) aP-h«V-|-a%"H-...= « — A, 

Celle équaûon montre que parmi les dilierenls syslènies 
de coefficients x, x^, y."^ etc., on doit compter le système 

* — • fit y Ot' y X* 235 fit"} • • > • 

On aura d'ailleurs , pour v8à système quelconque , 

et cette équation, étant identique, entraîne les suivantes : 

(^_a)«i -+- (/ — a')a'-h(îc" — a'')«"-f-. ..= O, 
(x — a) c a')c'-i-(x"— a")c"4-...= 0. 

Ajoutons ces équations après les avoir multipliées, respec- 
tivement, par («0c), (a|3)f («7), etc., nom aurons, en vertu 
du système (4) ? 

a) « + (x' — a') x' + (x" — ol") a" H-. .= o, 

c*est-à-dire 

x'» H-.,. = «»-!- a" -H.. .-H (x ^ — + 

par cujibcquciii, la soumie 

x»-hx'»-|-x''*H-... 

aura une valeur minimum, lorsque Ton aura 

X « f X =z s y X — fit , . . . • 

D'ailleurs celte valeur minimum s'obtiendra de la manière 
suivante. 
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I/é(|uatioii (5) montre que Ton a 

a -h ' a' H- a* -4- . . . = f , 

cet -H c'a' -h c"a" H-, . , = a. 



Multiplions ros éqiiatious, respeclivcmf iit , par (aa), 
(arj3), («7)» etc., et ajoutons; en ayant égard aux rela- 
tions (4)9 on trouvera 

a»+a'^H-a"' -+-...= (aa). 

21. 

Lorsque les observatîoDs auront donné des équations 

approximatives 

il faudra . pour déterminer rincoiinuex, choisir une com- 
binaison de la iorme suivante, 

-H xV H- x^f" -h . . . s:r O, 

telle que Tîneonnue x acquière un coefficient ^al à t, et 
que les autres inconnues se irouyent éliminëes» 
Le poids de cette déterminarîon sera , diaprés Fart. 18, 



x*H- x'»-h x'"4-...' 

D'après Tarticle précédent, on obtiendra la détermina- 
tion la plus convenable, en prenant 

alors X aura la valeur A. On obtiendrait évidemment la 
même valetur sans connaître les multiplicateurs a, ol\ 

x", etc., eu eflecluant rélimination sur les équations 
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le poids de letle déierininalioii sera 

I 

et l'erreur moyenne à craindre 

m ^ {(xix) := ^ (««) ^ («»)=.. .. 

Une marche analogae conduirai I aux Talenn les plus 
convenables des autres inconnues etc., qui seront 

celles que Ton obtiendrait en efieciuanl Télimination sur 

les équations 

Si nous désignons par H la somme 

OU, ce qui revient au même, 

/» ( V - L)' -h// (V - Vy + p'' (Y" - L'')' 4-. . . , 

on aura évidemment 

r/n da da 

par conséquent, les valeurs dt s inconnues^ déduites de la 
combinaison la plus convenable, cl que nous pouvons 
appeler les valeurs les plus plausibles, sont précisément 
celles qui donnent à Q, une valeur minimum. Or Y — L 
rëprésenie la difiërence entre la valeur observée el la valeur 
calculée^ donc les valeurs les plus plausibles des inconnues 
sont celles qui rendent minimum la somme des carrés des 
différences entre les valeurs calculées et observées des 
quantités V,Y', V", etc., ces carrés étant respectivement 
multipliés par le poids des observations. J avais établi 
depuis longtemps ce principe par d'autres considérations 
{Hutona Motus Corporum cœlestium)* 

Si Ton veut assigner la précision relative de chacune des 
détermiuaLiuns,U faut déduire des équations (3), les valeurs 
o. 3 
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de y, Zy etc., qui se présenteront sous la forme suivante : 

I* = A -4- («a) Ç -f- (of) « -h («7) C . 
jr = B + (p«)Ç + (PP), + (P7)Ç+..., 
» = C -t- ( 7 « ) ? + ( 7 p ) >! + { 77 ) Ç H- . . . . 

Les valeurs les plus plausibles des inconnues x.,y^z^ etc., 
seront A» B, C, etc. Les poids de ces détermiDations seront 



I 1 1 



(««) mr (7v) 

et les erreurs moyennes k craindre 

pour j;, ms[p(aa) = m' ^pf{<at)^,m*^ ** 

pour rf «Vf {PP) = »»'v/i?(PP)».-» 

pour «, m \[p (77) = m' ^p' (77), . , . , 

ce qui s^accorde avec les résultats obtenus antérieurement 
(Theoria Motus Corporum cœhstium). 



Le cas oà U n^y a qa*une seule inconniie est le plus fré- 
quent et le plus simple de tous. On a alors 

il sera utile d'eucHre quelques mots. 
Ou aura 

et, par conséquent, 

d!oÀ 
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Ainsi , si , par plusieurs observations qui ii*ont pas la 
même précisioTi et dont les poids resp<x:tifs sont p^p\ 
p'\ etc., ou a irouvd, pour uoe même quantité , une pre» 
mièrc valeur L, une deunème une troisième L'^, etc., 
la valeur la plus plausible sera 

m 

/» 4- H-.. . ' 

et le poids de cette détermination sera 

/? 4- /»^.+ -h • • . . 

Si toutes les observations sont également plausibles, la 
valeur la plus probable sera ^ 

— — -— — » 

c'esl-Â-dire la moyenne arithmétique entre les valeurs. ob- 
servées; en prenant pour unité le poids d^u^e observation 
isolée, le poids de la moyenne sera 



SECOJNDE PARTIE, 

PEÉnnniSB i« 3 vSfim t8a3, a la tocitini royale i»s' GOTTiittiVB. 



23. 

n reste encore à exposer queliques recherches destinées à 
étendre et à éclairer la théorie précédente. 

Cherchons d'abord si rélimination qui fournit les varia- 
bles x^y^ Zy etc., en ioncliou de ^ , y? , etc. , est toujours 
possible. Puisque le nombre des équations est ^al à celui 
des inconnues , on sait que cette éliminaiion sera possiUe 
si 91, C, etc. sont indépendants le» mB des aua^s.; dans 
le cas contraire, elle serait imposable. 

3. 
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Supposons, pour un instant , que Ç, etc. , ne soient 
pas indépendantes , mais qu'il existe entre ces quantité Té- 
quation identique 

o = FÇ-4-Gfl + HCH -HKi 

nous en Conclurons 



Posons 

/il F-f-^GH-cH 
J ^' G 4- H -4-. . .= 0', 
(0 J «"F-h^'G-V-c^HH = 



il viendra 



-<-ro*-f-...=— K. 

En multipliant les équations (i), respeclivcmcnl par Ô, Ô', 
ff^j etc. 9 et ajouUnt , il vient 

et cette équation entraîne les suivantes : 

e=:o, ô'sso, r=so, 

De là nous conf luons , en premier lieu , K = o. En -second 

lieu, les équations (i) montrent que les foncùons 

V*, etc., sont telles, que leurs valeurs ne changent pas lors- 
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que les variables x^y^ 2, etc., prennent des accroissements 
proporliomids à F, G, H, etc. H en sera évidemment de 
même des fonctions V, Y', Y^, etc. : or cela ne peut avoir 
lien que dam le cas où il serait impossible de détemù- 
iicr jc, >% ^5 etc. , à Takle des valeurs de V, V, "V*, etc. , 
lors même que celles-ci seraient exactement connues; mais 
alors le problème serait indéterminé par sa nature , et nous 
exclurons ce cas de nos rechercbes. 

Désignons par /3, p', (3", etc., des multiplicateurs qui 
jouent le même rôle relativement à Tinconnuc y, que les 
multiplicateurs oc , a', a", etc., relativement à l'inconnue 0^, 
c^est-À-dire tels, que Ton ait 

4. ^(pp) H- c'(p7)H-. . .= p', . 

* 

on aura identiquement 

Soient 7, /, etc. , les multiplicateurs analogues relatifs 
à la variable z tels , que Ton ait 

» 

a' (7a) -h A'(7p) -f-r'(77) 4-. . .= 7'- 
et, par suite, 

De la même manière que l'on a trouvé (art. 20) 
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II9IIS urooTeFom icî 



4 



et ainsi de suite. 

On aura aussi , comme dans 1 art. 20, 

Multiplions les râleurs a, or', a'', etc. (art. 20), respecti- 
vement, j^ar pi, p', P-^j etc., cl ajoulons ; nous aurons 

En multipliant j3, P', etc., respectivement, par a, a', 
a'', etc. y et ajoutant, on trouvera 

donc 

On trouTerait^ de la même manière y 

25. 

Désignons par ^, X', X", etc., les valeurs que prennent les 
fonctions etc., quand on y remplace x^y, z, etc., 

par leurs valeurs les plus plausibles^ A» C , etc., c'est-à- 
dire posons 

« A + ^ B + / =X» 

«'A-h*'B+c'C4-. . + r=rX% 



• • • t 



Si nous faisons 
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de telle sorte que M soit la valeur de la fonction A, qui 
répond ans valeurs les plus plausibles des variables; M 
sera (art. 20) la valeur imnimum de Cl, 

Par suite, 

sera la valeur que prend { , lorsque 

Celte valeur est nulle, d'après la manière même dont A, 6, 
C) etc*} ont été obtenus. On aura donc 

on obtiendrait de même 
et 

Enfin, en multipliant les valeurs de X, À', etc^ respeo* 
tivementy par X, X', V\ et ajoutant, il viendra 

c'est-*à-dire 

26. 

Remplaçons , dans Fëqnation 

■3^1 ^1 V^^ expressions (7) [art. 21] , on trouvera, en 

employant des réductions faciles, 
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Miillipliant respectivement, ou ces équations ou les équa* 
lions (i) de Fart. 20 , par "k^XyVj etc., et ajoutant en- 
suite, on obtient Tidentité 

X*»-!- XV-H VV .. .= M. 
27. 

s 

La fonction Ù peut se présenter sous plusieurs formes 
qu'il est important dMndiqner. 

Élevons au carré les équations (i) [art. et ajoutons- 
les membre à membre, nous trouverons 

c'est la ^remzîère forme. 

Multiplions les mêmes ^quationS). respectivement} par i», 
1^, etc. , et ajoutons, on aura 

remplaçons f», v^^ etc. , par les valeurs indiquées dans 
Farlicle précédent , nous trouverons 

Û — Çjj + )î/ 4- Çz-I-. . . — AÇ — Bri — CÇ — ...H- M, 

ou 

û=r|(« — A)4-n{r — B)+i;(» — C)-1-...H-Mî 

c'est la seconde firme, 

Eniiii , remplaçons , dajji cette seconde forme, x — A, 
y — B , z — C, etc. , par les expressions (7) [art. 21 j, nous 
obtenons la troàièmejonne : 

A = (aa) I' 4- 4- (77)^*4-. . .4- 2(aP) l>ï 

4- 2(a7)HÇ4-2(P7)''ÇH^----HM. 

On peut donner une quatrième forme qui résulte évi- 
demment de la troisième et des> formules des articles précc* 
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dentâ, 
c'eftt-à-dire 

Sous cette dernière forme un voit clairemeut que M CbL la 
valeur minimum de il. 

Soient e , e\ d\ etc. , les erreurs commises dans les ob- 
servations qui ont donné 

Les vraies valeurs des fonctions V, Y', V, etc., seront alors 
elles vraies valeurs de F, t/, t^^, etc., seront respectivement 

par conséquent, la véritable valeur de x sera 

A — V(P — V(? — Vi' ^ — • 

et rerreur commise dans la détermination la plus conve- 

nabic de Tinconnue x sera , en la désignant par Ë x , 

• 

£«ss««^-f*aV vy -hafe"^-^ 

De même , Terreur commise dans la détermination la plu» 
convenable de la valeur dey sera 

La valeur moyenne du carré (Ex)* sera 
m*p («» + a" -f. a"» + . . . ) = 

i^a valeur moyenne de (E^)* sera de uicine 
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comme nous Tavons déjà reconnu. On peut également 
assigner la valeur moyenne du produit Ex. "Ey^ qui sera 

On énonce ces résultats plus brièvement de la manière sui- 
vante : 

Les valeurs moyennes des carrés (Ex)^, (Ej^}% etc., sont 

respectivement égales aux produits de par les quo- 

tients dillcrenticls partiels du second ordre 

et la valeur moyeimo d'un produit tel que Ex »Ey est le 



d'à 

>ar 

tion de (, 97, ctc 



produit de ^fi^p par en r^ardant A comme ionc» 



29. 

Soit t une fonction donnée et linéaire des quantités 
y, jff, eic., par exemple ^ 

/ =/r "4- §7 4- //2 4- . . . -f- ^5 ; 

la valeur de £ déduite des valeurs les plus plausibles de 
x^y^Zy etc. 9 sera 

/A -h -H /* C -H . . .-h A : 

nous la désignerons par K. En désignant par Et Terreur 
commise en Fadoptant^ on aura 

la valeur moyenne de cette erreur sera évidemment nulle, 

eVst-à-dîre que Terreur ne contiendra pas de partie con- 
stante, mais la valeur moyenne de (Et)', c'est-à-dire de Ja 
i>omme 

/»(Ej:)*-H n/gEx.Ex 4- 2/AEj?.Ea +. . . 
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sera, d'après F^ticle précédent, égalé an produit de m^p 
par la somme 

V» ( «a ) ^ 2/5^ ( ap ) -h 2//< ( a7 ) -h . . . 

•+-/*' (77) -h,. 

c'est-à-dire au produit de m^p par la valeur de la fonction 
n — M , lorsqu'on y fait 

Désignons par &> cette valeur de A— *M ; Terreur moyenne 
à craindre, lorsque l'on prend < = K, sera m^pfù^ et le 

poids de cette délermination sera 
Puisque Ton a identiquement 

û — M = (jc — A) 1 4- (j-— B) « H- (a — C)Ç . 
tù sera ^al à la valeur de rcxprcssion 

( — A ) / 4- ( ^ — B ) ^ 4- ( » — C ) A -4- . . . 

[qui représente {t — K)], dans laquelle on remplacera 

x, y, z, etc., par les valeurs correspondantes à J = y, 

Ëtiiin , observant que t , exprimé eu fonction des quan- 
tités 19, etc., aura K pour partie constante, si l'on sup» 
pose 

on aura 

30. 

Nous avons vu que la fonction Q, acquiert sou minimum^ 
absolu M, lorsque l'on y fait 

^=A, ^ = B, s = Cy...9 

ou , ce qui revient au même, 
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Si Von attriboe à Time des inooniiues une autre valeur j que 
Fon lasse, par exemple, 

les autres inconnues restant variables, H pourra acquérir 
une valeur minimum relative , qui s'obtiendra à Taide des 
équatioDS 

* = ^"^^^ Â = * 

et, par suite, 

9 = 0, C= o, . . . j 

or, puisque 

A + («a) Ç -h -H(oey)j;-H. . 

OU en conclut 



On trouvera de même 

[d'ex.) \*"/ 

La valeur minimum relative de û sera 

(«a)1» H- M = M -î- r^,. 

(eut) 

Nous en conclurons, réciproquement, que si Hnedoît pas 

surpasser M -f- la valeur de x est nécessairement com* 

prise entre les limites A — fii^(âa), et A-\- ii^(oLa), Il 

est important de remarquer que fi ^(out) devient égal a 
Terreur moyenne à craindre dans la valeur la plus plau- 
sible de or, si Ton pose 

c'est-à-dire si est Tert eur moyenne d ubscrvatious telles, 
que leur poids soit l'unité. 

Plus généralement, cberchons la plus petite valeur de la 
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fonction H qui puisse correspondre à une vakur donnée 
de f , ^ désignant , comme dans 1 article précédent, Texprcs- 
sion linéaire 

' dont la yaleur la plus plausible est R ; désignons par K-hx 
la valeur donnée de t. D'après la théorie des maidmum et 

minimum, la sululiuu du problème sera donnée par les 
équations 

dsx _^dt 
dx dx^ 
da ^ dt 
éf dy 

da_^dt 



ou 



0 désignant un multiplicateur encore indéterminé. 

Si, comme dan» Farticle précédent, nous posons identi 

quement , 

f = FÇH-G»-HHÇ-+-...-hK, 

nous aurons 

K H- * = irG + ^ H + , . .) 

d'où. 




(ù ayant la même signiUcation que dans l'article précédent. 

Puisque il — M est une fonction homogène du second 
degré, par rapport aux variables (,19, etc., sa valeur 
pour 

sera évidemment 
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et, par conséquent, la valeur minimum de XI, lorsque 
sera 

Réciproquement, si il doit rester inférieure à une valeur 
donnée M-Hfii*» la valeur de t sera nécessairement com- 
prise entre les limites R — fx y^, K-h^y^w, et a s o) sera 
Terreur moyenne à craindre dans la valeui la plus plau- 
sible de t, si ^ représente 1 erreur moyenne d'observations 
dont le poids serait Funité. 

31. 

Lorsque le nombre des inconnues x^jr^ Zy etc., est un 
peu grand, l9 détermination des valeurs numériques de 
A , B, G , etc. , par l'élimination ordinaire, est assez pénible. 
G*e6t pourquoi nous avons indiqué, dans la Théorie du 
Mouvement des Corps célestes, et développé plus tard, 
dans le Mémoire sur les éléments de l orbite de Pallas 
^Commentaires de Gottingue, t. I), une méthode qui sim- 
plifie ce travail autant que possible. 

La fonction II doit être ramenée à la forme suivante : 
«•« »'» uT^ 

où les diviseurs alî)', O"^ (E/", etc., sont des quantités 
déterminées^ u<>, u', u", etc., sont des fonctions linéaires 
de x^y^ ^, etc., telles querla seconde u' ne contient pas 
la troisième ne contient ni ni y, la quatrième ne con- 
tient ni X, ni y y ni et ainsi de suite, de sorte que la der- 
nière i/C^ï — 0 ne contient que la dernière des inconnues 
or, y, etc.; enfin les coefficients de x, j^, ^, etc., dans 
u<*, u'y u"y etc. , sont respectivement égaux à «\>^, ^b', 0\ etc. 
Alors on pose 

et i on aura très-facilement les valeurs de or, y^ etc., 
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en résolvant ces cqualioiis et commençant par la dernière. 
Je ne crois pas nécessaire tle répéter de nouveau ralgorithme 
qui conduit à celle transformation de la fonction (*). 

Mais l*élimi nation qu il faut efiSectuer pour trouver les 
poids de ces détermÎDations exige des calculs bien plus 
longs encore.. Nous avons montré, dans là Théorie du Mou* 
uement des Corps célestes, que le poids de la détermination 
de la dernière inconnue, qui entre seule dans 
est égal au dernier terme de la série des diviseurs al><>, 
ifti', G'^, etc. Cette recherche est facile ^ aussi plusieurs cal- 
culateurs, voulant éviter une élimination pénible^ ont eu 
ridée, faute d'autre méthode, de répéter la transformation 
indiquée en considérant successivement chaque inconnue 
comme la dernière. J'espère donc que les géomètres me 
sauront gré d'indiquer, pour calculer les poids des déter- 
minations, une méthode nouvelle qui ne me semble plus 
rien laisser à désirer sur ce point. 

32. 

Posons 
on aura identiquement 

» 



2= «• h 7- 



4* + 



( * ) On trouver» ow cftleuli 4«n« «ne Note k la fin da volume. i, B. 
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d'oà nous déduirons : 



(^) 













»• + 


Ç = 







Les valeurs de u*, u', u", etc.y déduites de ces équations, 
se présenteront sons la forme suivante : 



(3) 



Il = 



1» 



De la différentielle complète de Téquation 

• n = 4(a;-A) -4-»(/-B) -h i;(z-C)-4-...+ M, 

retranchons Vecpiation 
il viendra 

Celte expression doit être identique avec celle que l'on 
obtient à l'aide des équations (3), c'est-à-dire 



on aura dcmc 



A"' ^7 -f- . • • H- Af 



(4) 



2 



En substituant dans ces expressions , les valeurs de u*^ 
II', u"^ etc., tirées des équations (3), on aura effectué Télî- 
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minalion. Pour déterminer les poids, nous aurons 
. , I A** A*» 



(PS) = :s7 + 



.(5) ^^ppu- «^e"^(D 

(77)= e^"^^"^"*' 



La simplicité àe ces formules ne laisse rien k désirer. On 

trou\ ri ait des formulas égalemi ut simples pour exprimer 
les autres coeliicienls (a/S), («7), ((^7), etc. -, niais, comme 
leur usage est moins fréquent, nous nous dis^nserona de 
les exposer. 

L'importance du sujet nous a engagé à tout préparer 
pour le calcul et à former les expressions explicites des 
coefficients A', A^ A'% B", B'", etc. 

Ce calcul peut être abordé de deux manières : la pre- 
mière consiste à reporter, dans les équations ( ) , les râleurs 
de w®, u\ u"j (Etc., déduites du système (3), qui doivent 
r< i]<]r(> ( PS cquatioiis identiques*, et la seconde à exprimer, 
au contraire, que le système ( 2) devient identique lorsqu'on 
y substitue les valeurs de £ , )i , déduites du système (3). 

La première méthode conduit aux formtiles suivantes : 



__ + Ja'-hA" = o, 

(C* <£/ CD' .... 



Ces formules feront connaitre A'^ A'', A'^', etc& 
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Ou auia cusuite, 



qui dounerout B\ B"', elc. ^ puis 



qui feront connaitre CT^ etc.| et ainsi de suite. 
La seconde métliodc douuc le systèuie suivant ; 

A'-hifc» = o, 

d'où Vou tire A'j 

X' A''H-ub«B -h ©« = 0, 

ifi,' B"H-e' = o, 

d'où Ton tire B' el Â'^; 

A'" 4- R'" -h -h (D'» z= o , 

in,'B'"-he'e''4-(ô'=^o, 
e^C*'-i-(D«'r=o, 

♦ 

d^ott Ton déduira C', B^, A'^; et ainsi de suite. 

Les deux systèmes de formules ofirent des avantages à peu 
près égaux, lorsque Ton vent les poids des déterminations 

de toutes les inconnues x, y, z, etc.: mais lorsqu'on ne 
rhenhe qu'une seule des quantités (f(5)> (yy), etc., 

le premier systèoie est bien préférable. 

D'ailleurs, la combinaison des équations (i) et (4) con- 
duit ^ux mêmes formules, et fournit, en outre, un 
second moyen d'obtenir les valeurs les plus plausibles 
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A , 15 , C , etc. , (|ui sùnl 

A — ^ _ A' \"2^ _ A"' 



y' <" j' 



L'autre calcul est identique avec le calcul ordinaire dans 
lequel on suppose 

«• = o , m' = o , «" = o, . . , . 
34. 

Les résultais obtenus dans Tari. 32 ne sont que des cas 
particuliers d uu théorème plus général qui peut s^énoncer 
de la manière suivante : 

THÉoûaiB — «St t représente ht fonction linéaire sui- 
fiante des inconnues x, y, z, etc., 

t =/x gjr -h /tz-i- . . 

dont V expression en Jonction des variables u*^} u', u""^, etc., 
soit 

K sera la valeur la plus plausible de et le poids de cette 
détermination sera 

I 

Démonstration» — La première partie du théorème est 
évidente , puisque la valeur la plus plausible de t doit cor^ 
respondre aux valeurs 

Pour démontrer la seconde partie, remarquons que Ton a 

2 

4. 
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<>i par conscqueiu, lorsque 
' on a 

quelles que soient les différentielles /It', ciy, ^/z,elc. H suit 
de là qu'en supposant toujours , 

on aura 

li* 1/ w" 

= A^^fo^H- AWi»'-h A^cfa"-!- .... 

Or on voit facilement que si les difiereniielles dx^ dy^ 
etc., sont îndépendantefflcs unes des autres, il en sera 
de même de dv?^ du\ di^^ etc. ; nous aurons, par conséquent, 

pour 

liO=X«À% «'=i=:\lb'A', u"^^"h\ 

Par conséquent , la valeur de A correspondant aux mêmes 
hypothèses, sera 

A" -h ifl»'A'« H- S'^A"* -h H M : 

ce qui , d'après Tart. 29, démontre fexactitude de notre 
théorème. 

Si d'ailleurs on désire effectuer la transformation de la 
fonction f, sans ayoir recours aux formules (4) (art. 32), on 
a immédiatement les relations 



qui permettront de déterminer A^, A', k^^ etc^ et notfs au- 
rons enfin 
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33. 

Nous traiterons particnliérement le problème suivant , 

tant à causu de son utilité pralii^ue, i^ue de la simplicité de 
la solution : 

Trouver Us changements que les valeurs les plus plauf 
sibles des inconnues subissent par V adjonction dune nou- 
velle équation, et assigner les poids de ces ncfuvelles 
détermmations. 

Conservons les notations précédentes. Les équations pi i- 
luitives, réduites à avoir pour poids Tuiiité, seront 

OU aura 

^) ^9 Ct ^^^-9 seront les dérivées partielles 

da ein fin 

et enfin on aura, par réliminatîou, 

jr = A ^- (aa) Ç -f- («8) ij 4- (ay) Ç H- . . . , 
* = C H- {07)5 + (py) Il + (77) ^;-H. . • , 



Supposons maintenant que Ton ait une nouvelle équa« 
lion appronmative, 

«»* = o, 

dont nous supposerons le poids égal à l'unité. Cherchons 
les changements que subiront les valeurs les plus plausibles 
A , B, G 9 et€., et oellei des coefficient» i^^h ( ^ )f 
Posons 

û H- a*, 
t diï* _ I da* _ ^ I rfn* _ ^ 
a rf« a rfr a ris ' 

et soit 

le ré&uiiaL de 1 éliniinaiiou. 
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Soit enfin , 

i>* =^/x -h ^ -f- /f5 -H . . . -h ^, 

qui deviendra, en ayant égard aux équations (i), 
et posons 

Ksera évidemment la valeur la plus plausible de la fonc- 
tion f^^, telle qu'elle résulte des équations primitives, sans 
avoir égard à la valeur o fournie par la nouvelle observa- 
tion , et - sera )e poids de cette détermination. 

Or nous avons 

et, par suite, 

Fr4-Gîi*-hHi;* + ...4-K = »'*(i-hF/-|rGg^îl/*H-.,.)î 

d où Ton déduit 

^ Fr-HO<*-t-Hg ^-h...H->K 

1 H- c!» 

On a, en outre, 

= A H- («e)Ç*+ («p)iî*-l-. . F.»*, 



Nous déduirons de là , 



I -h« 



qui sera la valent* la plus plausible de déduite de toutes 
les observations. 
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On aura aussi 

F» 



i-hw 

)tar conséquent , 



(aa) — 



sera le poids de celte détermination . ' 

On irouvora de la mèrae inani<*r<^. pour valcui la plus 
plausible dey, déduite de toutes les observations, 

B* = B ; 

le poidvS de eelic détermination sera 



m) «+« 

et ainsi de suite. 

Le problème est donc résolu. 

Ajoulous (juclfjiu's reiiianju(*3. 

I. F.u sub>lituaia les nouvelles valeurs A*, B*, C*, ele., 
la ibnctiou y* obtiendra la valeur la plus plausible 

eij puiscpie l on a, idenlKpu'ment, 

m' ^ --7— r + —r— «*H r-- ^* I . 4- • - - » 

le poids de celle détermiualion sera (art., 29) 

1 H- » I 



F/ H- Gg^ -h H/* 4- . . . «* 

Ces lébultats pouriaienl se «icduiie iunuédiatcmeiil (K ,s rè- 
gles exposées à la An de 1 art. 21 . L ensemble des équa- 
tions primitives avait, en cflet, fourni -la détermination 

r*z^Kj lioiii le poids euit ^> une observation nouvelle 



Digitized by Google 



(56) 

doBoe une antre détermination t^* — o. indépend uiie de la 
première, ayaiii pour poids rimitéj leur combinaison don- 
nera la détermination 



^«i aura pour poids 



t 



II. Ob cODehil de ce qui précède que, pour 

OU devra avoir 

r = o, »*=a, ç* = o, .., 

et y par suite, 



!-*-•» l+t» 



Ct 

«»K* 



L £a coBîparaBit ea rcssluts arac ccn de T 
fide 30^ MNB T0TO9S ici q«e la ibocdoo 11 a b plus pcdte 
valeur qsVûe pûse «JMaîr lorsqu'on sîmpmria condl 
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36. 

Nous donoeroDS seulemeiu ici la solution du problème 
suivant, qui a beaucoup d'analogie avec 1c précédent ; maïs 
nous uau» abstiendrons d'indiquer la démonstration , à la- 
quelle le lecteur suppléera facilement en 8*aidaut de ce qui 
précède. 

Trouver les changements des valeurs les plus plausi- 
bles des inconnues et les poids des déternuiLu lions nou- 
illes, lorsque l'on change le poids de l'une des observa'^ 
fions prîmitwes» 

Supposons qu*aprés avoir achevé le calcul on vienne a 
remarquée qu*on a attribué à une observation, A la pre- 
mière par exemple qui a donné V = L , un poids trop fort 
ou trop laiblc, o*t (|U il serait plus exact, de lui aLtiibuer 
le poids p^^ au Heu du poids p : il ne sera pas néecssairo 
de recommencer le calcul, mais il sera plus commode de 
former les corrections à Faide des formules suivantes. 

Les valeurs les plus plausibles des inconnues deviendront 



4- (/?* — />) (ûa -h ^ifl -h C7 H ) 



B {P*-P'^^^ 



/? -h — /?) (a a H- Z> p -h cy -h . . .) ' 
^ _ Q {p''~P) l'^ 

les poids de ces déterminations s'obtiendront en divisant 
Tunité, respectivement, par 

* ' /> -h — /?) («a -h -h C7 -h. . 

(P'-P)^' 



(m- 



P {p* — p) {ûx -h -h cy -h* * .) 



Cette solution convient au cas où, après avoir achevé le 
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«■àlcul , il faudrait rejeter tout à fait Tune des observations, 

puisque <x*la revient à faire p* = o-^ de même, fj* = ce 
coiivieudra au cas où l'cquation \ = L , qui dans le c al- 
cul avait été regaidée comme approchée, sérail rigoureu* 
sèment exacte. 

SI, après le calcul terminé, plusieurs équations nouvelles 
veuaîeiit s^adjoindre aux proposées^ ou n les poids attribués 
à ^/tf^ieurrd^entre elles étaient erronés, le calcul des cor- 
re( lions dcviendiaÎL trop complitpié^ et il serait préférable 
de tout recommencer, 

37. 

JNous avons donné, dans les art. i5 et 16, une méthode 
pour déterminer, approximativement, la précision d^uu 
système d^observations (*)\ mais cette méthode suppose 
connues exactement les erreurs réelles que Ton a effectue- 
ment rencontrées dans une suite nombreuse d^observa- 
lions; or cette condition n'est remplie que bien rarement, 
pour nr pas dire jamais. 

Si les quantités dont Tobservation fournit les valeurs 
approchées dépendent, suivant une loi donnée, d*une ou de 
plusieurs inconnues, on pourra trouver, par la méthode 
des moindres carrés, les valeurs les plus plausibles de ces 
inconnues; si, dès lors, on calcule les valeurs correspon- 
liantes des grandeurs observées, ces dei'nièrcs pourront être 
l'Cgardées comme dilléranl peu des vérilables ; île soi le que 
leurs diilérences avecles valeurs observées, représenteront 
Jes erreurs commises avec une certitude d'autant plus 
grande , que les observations seront plus nombreuses. 
Telle est la marche suivie dans la pratique par l<*s calcu» 

(*) Les recherches snr le mémo sujet insérées par nous {Zeitschri/i fur 
Astronomie und rvi winuhf Wisscnschtrftrn ^ vol. \, i>age i85) sont fondées 

sur l'hypothèso rolativc à la prohahiliU* îles orrein> à laquoHe nOUS avions 
«le conduit dans la 'théorie du Èiouvemrai des C-orps crlcsics. 

{Molt- dv M. tiALSS.} 

Oi) iruuvcra ce .Mvmuirc à la lin du vutuiiie. <1. li. 
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latenrs, qui ont essayé, dans des cas compliqués, d évaluer 
à posteriori la précision des observations. Quoique suffi- 
sante dans bien des cas, cette méthode est, théoriquement, 

inexacte et pourrait fpielqucfois ronduire à de graves er- 
reurs ; c'est pourijuoi il est très-iinportaiit de traiter la 
question avec plus de soin. 

Conservons les notations de. Vari. 19. La méthode dont 
il s^agit consiste à regarder A, B,C, etc., comme les véri- 
tables valeurs des inconnues Zj etc., et X, X', X^, etc., 
comme celles des fonctions ^, p»', y'^, etc. Si toutes les obser- 
vations ont une égale précision et que leur poids commun 

soit pris pour unité, ces mômes (piautités, changées de signe, 
représentent. dan> cette supposition, les erreurs des obser*» 
valions, et, par conséquent, d après Tari, lo, 

'«=V — ~ 

sera Terreur moyenne des observations. Si les observations 
n ont pas la même précision , — X , — X', X'', etc. , re- 
présenteront les erreurs des observations , respectivement 

multipliées par les racines carrées des poids, et les règles, 
de Fart. 16 condun ool à la même lormule, 

qui exprime déjà 1 erreur moyenne de ces observationA 
lorsque leur poids est égal à Tu ni té. 

Mais le calcul exact exigerait évidenmientque Ton rem-» 
plaçât X, X', X'', etc. , par les valeurs de i', etc. , dé-r 
duites des véritables valeurs des inconnues j-, z , etc. , 
et la quantité iSI par la valeur coi i espondante de ft. 
Quoique Tua ne j)uis>e pas assigner cet!e ilt'ruiëre vahur, 
uous sommes certain pourtant qu Clic est plus grande 
que M qui est son minimum : elle n'atteindrait cette li- 
mite que dans le ras, infiniment peu probable, où les va- 
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leurs véritables des inconnues se confondraient avec les plus 
plausibles. Nous pouvons donc affirmer, en général, que l'er- 
reur moyenne calculée par la pratique ordinaire est plus pe- 
tite que Terreur moyenne exacte, et que Ton attribue , par 

eonsL'qumt , aux oljstii v allons une trop grande précision. 
^ oyons ce que donne une théorie rigoureuse. 

38. 

Avant tout, il faut chei^her comment la quantité M dé- 
pend dei> vtii il abl es erreurs des observations. Désignons ces 
erreurs, comme dans Fart. 28, pare, e/, e", etc., et po- 
sons, pour plus de simplicité, 

et _ 

msjp ~ m sip' = m" \f^' = . . . = ^. 

Soient 

A — *», B — 

les vraies valeurs des inconnues J?, /, etc., pour les- 
quelles J , yj , Ç , etc. , soient , respectivement , — , — 19* , 
— Ç®, etc. Les vah lu s correspondantes de ^ ^ i^', etc., se- 
lon t évidemment * 

— t, — —€*,...; 

de sorte qu on aura 

Ç» = Ci + c'i' 4- 



.r* = pf + pV + 

enfin 

û« = i' + t'» + «''>4-... 

sera la valeur de la fonction XA. correspondant aux vraies 
valeurs des variables a:, ^ , etc. 
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Puis(|uc 1*011 a idcnliqueniL'iii 
n = M-|-(« — A)î-|-{jr_B)«-l-(»-C)i;H-..., 

on aura aussi 

M = û* — X» — — • 

De là , il résulte évidemment que M est une fonction homo-> 

gène du deuxième degré des erreurs e\ e"^ etc. -, celte fonc- 
tion pour diverses valeurs des erreurs pourra devenir plus 
ou uioiiis grande. Dans riguoraiice où nous soniuics de ces 
valeurs, il est bon d'examiner attentivenieut la fonetion M, 
et de calculer d'abord sa valeur moyenne d'après les prin* 
cipes du calcul des probabilités. JVous obtiendrons cette 
valenr moyenne en remplaçant les carrés e% e'*, etc., par 
m', m", etc., et en omettant les tcrmesen ee\ ee"^ etc., dont 
la valenr movenne est zéro ; ou, ce qui revient au mènie , 
eu remplaçant chaque carré e% g", s"*, . . . , par w', et eu né- 
gfigeant ce', ce 'V • • • D'après cela, letermeXl<^ fournira ofi*; 
le terme —x'^^® donnera 

— (a a -f- «l'a' H- a" a*' -h, . .)pi'= — pi»; 

chacune des autres parties donnera également — f^' « de sorte 
que la valeur moyenne totale sera 

m désignant le nombre des observations, et p le nombre des 
incomiaes. La vraie valeur de M pourra , suivant les cas 
que le hasard présentera , être plus grande ou plus petite 
que cette valeur moyenne, mais la différence sera d^autant 
moindre que le nombre des observations sera plus grand \ 
de sorte que 

pourra être regardé comme une valeur approchée de ft s par 
conséquent la valeur de \i. , fournie parla méthode erronée 

doni nous avon«» parlé dans Farticle précédent, devra être 

augmentée dans le rapport de ^vs — p k^a. 
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39. 

Afin de faire voir plus clairement jusqu'à quel point il est 
permis de ]*egarder la valeur de M, fournie par les obser- 
valjioiis^ comme ^ale à la valeur exacte, il faut chercker 
<(uelle est Terreur moyenne à craindre lorsque l*on fait 

AI 

i*» = 

Cette erreur moyenne est la racine carrëe de la valeur 

luuyeuiie de la quantité 

que nous écrirons ainsi : 

- jrr-t"---^^'-^*"'-^'^*- W-p).'^']-f^-; 

et comme la valeur moyenne du second terme est évidem- 
ment nulit , la question se réduit à chercher la valeur 
moyenne de la fonction 

Désignons cette valeur moyenne par Terreur moyenne 
cherchée sera 



Si l'on dévelo|)pe la fonction ^, ou voit qu elle est une 
fonction homogèxie des erreurs e', e"^ etc., ou, ce qui re- 
vient au même, des quantités z\ t^^ etc.; ou trouvera 
donc la valeur moyenne ; 

i^. En remplaçant les quatrièmes puissances e*, e'^, 
€f"*, etc., par leurs valeurs moyennes^ 
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a*. En remplaçant les produits c*e'*, e*e**, etc., par 
leurs valeurs moyennes, c'esi-à-dire parm* /«'*, m'i//'*, elc.^ 

3**. F.n négligeant les proiluits tels que e^c'. < 'c etc. 

Nous supposerons (art. 16) les valeurs moyennes de e*, 
e'^^ e"^^ etc., proportionnelles à m^, m'"*^ etc, de sorte 

i|ue les rapports des unes aux auires soient v* désignant 

la valeur moyenne des quatrièmes puissances des erreurs 
pour les observations dont le poids serait Puni té. 

Les règles précédentes pourraient se tiaduire de celle 
autre manière : 

ileniplacer chaque quatrième puissance s*, s'*, e''^ etc., 
par v*^ chaque produit e*e'*, €'e"% etc., par f**, et négliger 
tous les termes j tels que e'e' ou i*t'i"^ csW". 

Ces principes étant compris, on verra facilement (pie : 

I. La valeur moyenne de ii"^ est 

ov' H- (o' — u) 
IL La valeur moyenne du produit i^x^l^^ est 

car 

De même, la valeur moyenne de e"jt:* est 

la valeur moyenne de t"*x^ l^ est 

et ainsi de suite. 

Donc la valeur moyenne du produit 

sera 

Les produits A^/^v}' ou A* etc., auront la même 



Digitized by Googlc 



(«4 ) 

valeur moyenne; donc le produit 
aura pour valeur moyenne 

w 

pv«4-p(tr-l)p«. 

UI. Afin d'abréger les développements qui vont suivre , 
nous adopterons la notation suivante* Nous attribuerons à la 
caractéristique £ un sens plus étendu que nous ne Fayons 
fait jusqu ici, en lui faisant désigner la somme des termes 

semblables, mais non identiques, qui provienurnt de toutes 
les pei mutations des observations. Nous aurons, d'après 
cette uotalion , 

Calculant par parties la valeur moyenne du terme ir**J*^*, 
nous aurons d'abord, pour valeur moyenne du produit 

De même, la valeur moyenne du produit a'* e'* est 

(v* _ _|_ a'^fx'Vû»; 

et ainsi de suite. 
Par conséquent, la valeur moyenne du produit 

sera 

Or la valeur moyenne de aaW(°' est 

t 4 
"* ' " I 
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La valeur moyenne de «a'se'^^^* est 

et ainsi de suitr. D'où Von conclut iacilcmeiu que la valeur 
moyeiiDe du produit 

est 

Ceci posé , nous aurons pour valeur moyenne du pro- 
duit 

IV. On trouvera d'une manière analogue, pour valeur 
moyenne du produit x^j^ |" 

Or on a 

cette valeur moyenne sera donc 

- 3 ft' )2 « p -h ^ I -2 «p) • 

V. On n om Ci ail, par un calcul semblable, que la valeur 
moyenne de est 

( v' — ) 2 «y + f** +2 •■2*^ ) ' 

5 
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( t ainsi de suite. En addidoomnt, onobdent U vémr 

moyenne du produit 

cette vaicui csi 

M. On irouvcTaii de ia même luauière 

— 3ii*)2l*PC^« H- *P + *7 -♦--•-)3 + 
|HHii valeur moyenne du prod«ît 

et 

pour Ttieur moycmae du produit 

et «iiisi de MÎte. 
Kmu «tarais donc» ptr ?»ddîtioa, la valeor moyenne du 



elle sera 

MI. ?îo«s ceadiions enfin de tons ees prrliinînûrcs, 

S = (• — »fî »• H- («^ — • - 3»*P 4f ^)î** 
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Donc l'erreur moyenne à craindre, lorsqu'on prendra 



sera 




40. " 

La quantité 

qui eatre dans Texpression précédente, ne peut pas géné- 
ralement se réduire à une forme plus simple. Cependant 
on peut assigner deux limites entre lesquelles sa valeur doit 

nécessairement être comprise : 

1*^. On déduii facilement des relations précédentes^ 

(a« -h -H rv -:-...)' -h («a' -h *p'-4- cy' -+-. . 

d'où nous concluons que 

«« H- H- -h. . . 

est une quantité positive plus petite que l'unité, ou du 

moins qu'elle n esi pas plus grande. Il en sera de même de 
la quantité 

qui est égale à la somme 

(«'« -h + c'y -h. . .)» -f- (a' a' -h b' ^' + c'y' -h.. 

de même 

5. 
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sera plus pciit tj^ue l'imité ; et ainsi de suite. Donc 

+ H-cy H )»] 

est nécessairement plus petit que fs. 
a°. On a . 

2 (lia 4- -h; • .) = P f 

car 

d*où Ton dédui l iacilement que 

pi 

est plus grand, ou du moins nW pas plus petit, que 
Par conséquenl le ^erme 

est nécessairement compris entre les Hmiies 

£- et ï— 

w — p «r — p w 

ou bien, entre les limites plus éieudaes, 

— 3tt» V*— Bit* 

et ^* 

cr — - p «V p 

Donc le carré de Terreur moyenne à craindre pour la râ- 
leur 

9 — p 

est compris entre les limites 

cr — p «F — p ' 
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de sorte qu^oo pourra atteindre un degré ^ précision aussi 
çrand que Ton voudra , ponrru que le nombre des obserTa" 

tions soit suflGsamment grand. 

Il est très -remarquable que daas Th) p' thèse de Tart. 9 
(III) , sur laquelle nous nous étions autrelois appuyé pour 
établir la théorie des moindres carres 9 le second terme 
4u carré de l'erreur moyenne disparait complètement (car 
on a — Sfi^sxo); et 'comme, pour trouver la valeur 
approchée fi, de Terreur moyenne des observations , il faut, 
dans tous les cas, traiter la somme 

comme si elle était égale à la somme des carrés des q — ^ 
erreurs fortuites, il en résulte que, dans cette hypothèse , 
la précision de cette détermination devient égale à celle que 
nous a vont trouvée, art* 15 , pour la détermination déduite 
de o — ^ erreurs vraies. 
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I. 

Bans le Méaunte prêchent ^ on a supposé que les quan- 
tités à déternrîtier, à Taide dVbserratioiis imparfaites, 

fussent dépendantes de certains éléments inconnus, en fonc- 
tion desquels on sût les exprimer : le problème consistait 
alors à déduire des observaiious, le plus exactement pos- 
sible , la valeur de ces éléments. 

Dans la plupart des cas, c*est efTectÎTement ainsi que la 
quesUon se présente; mais quelquefois il en est nn peu 
autrement, et Ton pourrait mèàie se demander, au premier 
abord, si le problème se ramène au précédent. 11 n'est p is 
rare, en efl'et, que les quantités aux([uelles se rapporlent 
les observations ne soient pas explicitement exprimées en 
fonction de certains éléments, et qu'elles ne pai aissent ré-* 
dttctibles à une telle forme que par des opérations difficiles 
ou ambiguës. Il arrive souYent, d'autre part, que la nature 
du problème fournit certaines conditions auxquelles les 
valeurs observées doivent ri {peureusement satisfaire. 

Cependant, en y regardant de plus près, ou apt;rçoitque 
ce cas ne diffère pas essentiellement du précédent , et qu'il 
peut s*y ramener. Si Ton nomme, en effet , nr le nombre des 
grandeurs observées, et a celui des équations de condition , 
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en clioiaiMant, parmi les prémices, 17 9 qumtités, rîeh 
ne nous empéclie de les considérer comme nos seules in- 
connues, les autres étant regardées comme des fonctions de 

<X'llt's-là, que les équations de coiiditioii Jcliuisscnt. Par cet 
artitice, nous renucrons dans le c|is du Mémoire précé- 
dent. 

Néanmoins, quoique cette marche conduise souYent au 
résultat d'une manière asses commode» on ne peut nier 
qu'elle ne soit moins naturelle, et il est, par cotisé- 
quenl, désirable de trailci- le problème sous l auUe forme, 
qui admet, du reste, une solution très- élégante. Il y a 
plus : cette solution nouvelle, conduisant à des calculs plus 
rapides que la précédente toutes les fois que 9 est moindre 

que - C7 , ou, ce qui revient au même, toutes les fois que le 

nombre des -éléments que nous avons désigné par ^ dans le 

Mémoire précédent^ est plus grand que il faudra, dans 

ce cas, préférer la solution nouvelle, quand bien même il 
serait facile, par la nature du problème, de faire dispa- 
raître sans ambiguïté les équations de condition. 

2. 

Désignons par v\ etc., les quantités, en noiubrei?, 
doutles valeurs sont fournies par Tobservation. Supposons 
qu'une inconnue dépende de celles-là et soit exprimée par 
une fonction connue ti,de f , etc. Soient i\ l\ etc., 
ce que deviennent les quotients diflérentiels 

ftu du du 

lorsqu'on v substitue â i^, t'', v", etc., leurs valeurs véri- 
tables, bi Ton substituait à ^, etc., dans la fonc- 
tion u, leurs valeurs véritables, on obtiendrait aussi la 
véiitable valeur de u; mais si les observations sont aflee- 
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tées d'erreurs e', e''^ etc., il en résuhera pour u une 
erreur totale représentée par 

le -H /'c'-h/'V'H-..., 

pourvu que l'on puisse, ( omme nous le supposerons tou- 
jours (lorsque u n^esL pas linéaire) , négliger les carrés et 
les produits des erreurs e', e"^ etc. 

Qumque la grandeur des erreurs e, e\ e'\ etc., soit in- 
certaine, Tincertitude attachée à la valeur trouvée pour u 
peut généralement se mesurer par Verreur moyenne à 
craindre dans la délermînalion adoptée. D après les prin- 
cipes dév eloppés dans le premier Mémoire, cette erreur 
moyenne est 

m y m', m*, etc., étant les erreurs moyennes des diverses 
observations. Si toutes les observations sont affectées du 

même degré d'incertitude, cette expression devient 

Il est clair d^aîileurs qu*iau degré d^approximation auquel 
nous nous arrêtons, on peut remplacer/, /% etc., par 
les valeurs que prennent les coefficients différentiels 

f/r( (/fi du 

• H — î • • • * 

dp di^ rff" 

lorsqu'on y remplace v' ^ v^'^ etc., par leurs valeurs ob- 
servées. 

Lorsque les quantités s^'^v^-^ etc., sont indépendantes, 
Finconnne ne peut se déterminer que d'une seule maniéré, 

et rinceriitude attacHée au résultat ne peut c-tre ni évitée 
ni diminuée. Les observations lournisscnt une valeur de 
lïnconnue qui n'a, dans ce cas, rien d'arbitraire. Il en est 
tout autrement lorsque les quantités v\ v"y etc., sont 
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Vléis par cfps relaLioiis nécessaires, que nous supposerons 
exprimées par a équations, 

X =: Oy T^O) Z = 0|.**9 

Y, Z, etc., déngnantdes fonctions données des Indétermi- 
nées u', v" , etc.; car, à la fonction on peut, dans ce cas, 

substituer toute autre fonction U telle, que la difléreuce 
U — u s'évanouisse identiquement en vertu des équations 

X = o, T = Oy Z^09.««* 

Si les observations étaient rigoureusement exactes, cette 

substitution ne changerait en rien le résultat; raais, en rai- 
son des erreurs inévitables, à cliaque forme adoptée pour // 
correspondia un résultat diÛéreut, et l'erreur commise, au 
lieu d'être 

deviendra 

L*-h LV-I- L'Vh , 

en désignant par L, L', L^, etc., les quotients difleren* 
tiels 

dV du rfU 

di» dv dv" 

Quoiqu'il soit impossible d*assigner la valeur des diverses 
erreurs, nom pouvons cependant comparer les erreurs 

moyennes à craindre dans les diverses combinaisons. La 
combinaison la plus avantageuse sera celle qui donnera, à 
Terreur moyenne, la valeur minimum. Cette erreur étant 

nous devons chercher à rendre la somme 
aussi petite que possible. 



Digitized by Google 



( 74 ) 
4. 

Les fonctions U, en uouibre infini, par lesquelles on peut 
remplacer ne diâererout les unes des autres, dans nos 
recherches, que par les valeurs qu^elles fourniront pour 
L)L', U\ etc. : nous devons donc, avant tout, chenâier 
les relations qui existent entre les systèmes de valeurs que 
peuvent prendre ces coefficients. Désignons par 

a, a\ «",..., , 




les valeurs que prcnncni les coefficients 

d% dH r/X 



S' 


1^' 




rfT 


dY 


dY 


Si' 






HZ 


dZ 


dZ. 









si Ton y substitue pour p», v'^ v"^ etc., leurs valeurs véri- 
tables. Il est clair que si Ton donne à i^, i^, i'^, etc., des 
accroissements dv^ dv^'^ etc., qui ne changent pas 
X, Y, Z, etc., et leur laissent, par conséquent, la valeur 

zéro, ces accroissements, qui satisferont aux équations 

O = adv H- a'dv' -f n"dv" , . , 
o = hd¥^b'dp'^ ^dp^-i-,.,, 
O ss crf*» + c'^fi»' H- c*rf»>*-f-. . . , 

ne changeront rien à la valeur de U — u, et l'on aura , par 
conséquent, 

o =; (/^ L) r/p -h — L') df' ;r — L*) rf*^-!- 

On en conclut facilement <[ue L , L', L'', eic.^ doivent avoir 
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la forme 

L =3 / 4- -f- / -h <w -h. . . ♦ 
L' = f H- tf'jp 4- 4- r'z -h . . , 

V'= t'+ a^x-^ by +c 'z -h . . . , 

or, j-, z, etc., désignant des multiplicâteursdétei minés, lléci- 
proquementy il est clair que, pour toutes les valeurs de x, 
jv, etc., on pourra forlner une, fonction pour laqudle 
les valeurs L, L', L", etc., seront précisément celles que 
fournissent ces équations , et cette fonction pourra , d'après 
ce qui précède, être substiuiée à u. La forme la plus simple 
qu'on puisse lui donner est 

U = K -h xXH- j^Y4- sZ . ,4- 

u' désignant une fonction de etc., qui s'annule 

idenliqucnicni lorsque X, Y, Z, etc., sont nuls, et dont la 
valeur, dans le cas actuel, sera maximum ou minimum (car 
SCS dérivées devront toutes s'annuler). Mais rintroduction^ 
de cette fonction n'apporte aucune difiiérence dans les ré- 
sultats. 

8. 

Il est mainteuaut facile d'assigner k x^y^z^ etc., des 
valeurs telles, que la somme 

L'm» 4^ L'* jw'»4- L'' J»"» 4- . . . 

soit un miniiiium. 

Il est clair que pour atteindre ce but, la connaissance des 
erreurs moyennes absolues m, i»', m" y etc., n'est pas néces- 
saire; il suÛit de connaître leurs rapports. Introduisons, en 
effet, au lieu de ces quantités, les poids des observations , 
;/, p"^ etc., c'est-à-dire des nombres réciproquement pro- 
portionnels k iM*, m''*, etc. Les quantités JC, z , etc., 
devront être délcrniinées de telle sorte que le pol\ iiùuie 

i 1 ^ + = ~ f ^4-.. • 

P F 

acquière une valeur minimum. Supposons que jr*, 7^, 



Digitized by Google 



(76) 

etc.) soient les valeurs déterminées- de z, etc., 

auxquelles retond ce miuimum, et adoptous les notaliuns 
suivantes : 



P P' V" 



ab a' h' a" h" , 



«<? a'e' a"c" 



.P P P ^ ' 




















# 
























.= (cc), 




H- 






4-.. 


p 








al 


















-^^^ 




P 








bl 












P 


4- 


7 






H 






















P 




/»' 







La condition de miuimum exige évidemment que l'on 
ait 

io = (aa) «• -4- («^)/* H- »• -h, . . + («/), 
o = *• -I- {be) H- . . .H- (*/), 

G =s ( ctf) -h (c*)>* H- («r) »• -h . . . -+• (c/). 

Après que ces équations auront fourni les valeurs de x^,y^, 

etc.j on posera 

a x" -j- h y c z" -h . . . 1- / = L, 
«'V 4- V + H- ^'== L", 



(a) 



et la ibnctiqn la pfps propre à déterminer notre inconnue , 
à laquelle correspond Terreur moyenne minimum, sera 
celle dont les coefficients différentiels, pour les valeurs cou* 
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fticlérées des variables, seront ëgaux à L, U, \J\ etc. Lep<nds 

de la déierminatiou ainsi obicuue, sera 

(3) P = j;; p^-^, 



I . I // I • • • 
P P P 

c'esl-à-dire <^ue £r sera précisément la valeur que prend le 

polynôme considéré plushaut, pour les valeurs des variable/i 
^1/9 ^ ) ^^^'ï A&^ûfi)'^^ équations (i) . 

6. 

Dans rarticle précédent, nous avons montré à tlélcrniiner 
la fonction U qui fournit la détermination la plus conve- 
nable de rinconnue u. Examinons actu^lement quelle 
est la ira/eur qui en résulte Désignons-la par K: on Fob- 
tiendra en substituant, dans les valeurs observées des 
quantités w', v" ^ etc. Soit Ar la valeur que prend « lors- 
qu'on y fait les mêmes subsiitutions, soit t ulin k la véri- 
table valeur de cette inconnue, telle qu'on 1 obtiendrait 
par la substitution des valeurs véritables de v^^ v\ v" ^ etc., 
soit dans 11, soit dans U. On aura 

k—-»L ^ le -ir t'e" 

' R =: X f Le -h LV H- L" . . . , 

et , par conséquent , 

K = * ( L — / ) e + ( L ' — / ' j É?' -h ( L" — r ) t'" ^- . . . . 

Substituant y dans cette équation, à la place de L — 
JJ — — etc., leurs valeurs fournies par (a)> et 
posant 

' ae -h a'e a^'e" -î-. . . = A, 

ce c'e' -h c"e" -h . . . = e. 



(4) 



nous aurons 

(5) K = ft-|-*JP*-H*7*-H^«*H--* 
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U n'est pas possible de calculer «l», etc., par ie mojeo 
des farnuiles (4)> earles erreurs e, e'y«%elc», qni y figun^nt, 
ont des Talenrs înconnncs , mais on voit facilement qne ces 

quantités il**, G, etc.. ne sont atuie chose que les vaitui^ 
deX, ^, Z, etc., qui < oi respontU nt aux valeurs observées 
de i', i^', , etc., et alors le système des équations (i), (3), 
(5), forme la solution complète de notre problème. U est 
dair, en ettet^ ^ne Ton pent appliquer an calcul de a, m\ 
a'^j b"^ etc,y la remarque ftite à la fin de Par» 

ticle 3, à l'occasion des quantités /, l', /", etc., c'est-à-- 
dire remplarf r les valeurs véritables de i^, v\ fr'", etc., 
par Itîs valeurs observées. 

7. 

On peut substituer à la formule (3), qui représente le 

poids de la détermination la plu^ probable, plusieurs ex- 
pressions qu il est utile d indiquer: remarquons, d'abord, 
qu'en ajoutant les équations (2) après les avoir multipliées 



a a' a" 



par -, -Tj —7j etc., Qn aura 

P P P , , ^ , 

Le premier membre est nul \ en désignant donc, diaprés 
la notation adoptée, le second membre par (aL), on aura 

(«L) = o» 

et de même 

(6L)£=o, (cL)=:Oy...* 

L 1/ \f 

Midtiplions ensuite les équations (2) par > 
nous aurons, en les ajoutant, 

7"^ y -^7^-^ — 7+ 7"*" 7^ 

et, par suite, nous avons cette ^eco/i^ expression du poids, 

1 



P = 



/L VV l"L" 
b — H — zr- 
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Sif ei>6n<, nous ajoutons les mêmes équations (2) aprèa 

les avoir multipliées par 9 etc. , nous obtiendrons 

P P P 

une trotsième expression du poids , 
P = 



OÙ Ton a posé, conformément à la notation précédente, 

P P P ^ ^ 

On passera facilement de là à la guatrième expression 
du poids , 

! = -(tftf) Js»»^(W)r~-(cc)a"^... 

8. 

La solution générale que nous venons d'ei^ser s^ap- 
plique principalement au cas où Ton n'a qu'une seule in- 
connue à déterminer. Lorsqu'on cherche, au contraire, les 
▼aleurs les plus plausibles de plusieurs inconnues, dé|)en' 
dant des mêmes observations, ou lorsqu'on ignore quelles 
sont les inconnues qu'il f iut, de préférence, déduire des 
observations , il convient de procéder d*une manière diilé- 
rente, dont nous allons actuellement nous occuper. 

Considérons op, ^, 2 , etc., comme des indéterminées, et 
posons 

(rtû)* H- [ah) y -h (ûc)a + , . , = 
{ah)x •\' [bb) y '^{he)%'^ '.. = 11, 



(6) 



Supposons que Ton en déduise, par rélimiuation, 
(aa) Ç H- (ap) « + («7)5-!-...= *, 

(7a)$ 4-(7P;n -H(v7)Ç4-...=rs; 



(7) 
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el remarquimft, avant toat, que les ooeflieieiits ^aeés symé- 
triquement sont nécessairement^nx, cW-à^dire que 

{7a)=(«7)> 
(7P) = (87), 



conmie cela résulte de la théorie de rëlimination et comme 
d'ailleurs nous le démontrons plus loin; nous aurons 

I " = - ^"'^ - (V?) (^0 - ( 77) (^0 • . » 

et en posant 

|(aa) X (î«7) C -^...=: A, 
(^a) .1. H- (fi^) afl, -H (i^y) G -h. . B, 

nous obtiendrons 

et ai nous posons de plus , 

a A-+-6 B-4-t C-h. . .=p e, 
fl' A -h ^' B -hc'C -H. . 



(.o) 



il viendra 

(il) R=>t-/« - A' — r«" — .... 

9. 

La comparaison des équations (7) et (9) nous apprend 
que les quantités auxiliaires Â , 6, C , etc. , sont les valeurs 
que prennent les indéterminées x,j, z y etc., lorsque Ton 

suppose 



(8. } 

OU l'Ufontlui r\ uK'iiâinciit, 

( (ou) A4- (a^)B-h(rtc) = 

I (c«) (c/^)B-|-(cc)C-h...= e, 

Enajoutaiii les équatioos (lo) après les avoir mullipliccs 



a 



par -it -79 etc. 9 on obtient 
^ P P P 

vV* = a s + a'e' + «'^e* -f- . .* . , 

et diî mémo 
(«3) { Mi,=^bt-hù'i' -hb^'t" 



* • • 



1 



A étant, comme on l'a dît, la valenrqne prend X lorsqu'on 
substitue à t', t'', v* ', etc., leurs valeurs observées; on n per- 
çoit facilement que si l'on applique à cliacune de ( es quan- 
tités les corrections — e, — e\ — z", etc., la valeur de X de- 
vient égale à zéro, et que de mèrne Y, etc^ s'éraDonis» 
sent par cette hypothèse. L*équation (i i) prouve aussi que K 
est la valeur que prend u par suite des mêmes substitutions. 

En nommant compensation des ohsen^attons^ l'applica- 
tion des corrections — e, — f', — t"j etc. , aux grandeurs 
directement observées, nous sommes conduit à une con- 
sé<jucnce très-importante : 

Les observations compensées comme nous Tavons indi- 
qué, satisfont exactement à toutes les équations de condi- 
tion, et font prendre à toute fonction des quantités obser- 
vées la valeur qui résulterait de la combinaison la plus 
convenable des observations non modifiées; et puisque les 
éc|ualloi)S de rondilion sont trop peu nombreuses pour 
qu on puisse en déduire les valeurs exactes des f'rrcurs, 
nous aurons au moins trouvé, par ce qui précède, les er- 
reurs les plus plausibles. C'est sous ce nom que les quan- 
tités e', e^, etc., seront désormais désignées. 

o. 6 
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10. 

Le nombre des observaiions étant plus grand que celui 
des équations de condition', outre le système des éortec- 
tîons les plus plausibles, on peut en trouver un nombre 
infini qui rendent les équations de condition exactement 

satiaiaiies. 

Il importe d'examiner les relatioos qui lieut euire eux 
ces divers systèmes. Soit —E,—E', — E", etc., un pareil 
système ^éeorrections , autre que k système ie plus plau- 
sible ) i!S|||^roiis 



Multipliant ces équations par A , B, C , etc., et ajoutant, il 

vient, èn ayant égard aux équations (lo), 

ptE H- p'e'E' -h p'^c'E' = AjL + BtJbH-Ce-f.,.,. 

Mais lés équations (t3) combinées de la même manière don- 
nent 

(i4)pt* 4- p't'* -H f>''£'" . . . = B\ii, H- ce 4- . . . i 
de la couib i liai son de ces résultats on déduit facilement 
E» -t- E" +• B"' . . . = y' «' 4- «'^ -h -4-... 
H-p(B - »)» 4-/»^ (E' - «')• H- P"{ - 

elf par suite, la somme 

est, nécessairement, plus grande que 

ce que Ton peut énoncer de la manière suivante : 

Théob^é. — Les carrés des corrections gui peuvent 
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concilier les observai ion s (wec les équations de condition 
étant j'espectiK^einent multipliés par les poids des observa- 
tions correspondantes , donnent une somme nUnimuni 
quand on adopte les corrections les plus plausibles. 

On reconnaît précisément le principe des moindres carrés 
dont, au reste, les équations (12) et (lo) peuvent facilement 
se déduire. La somme minimum, que nous désignerous 
désormais par 5, est éi^ale, d'après l'é<|uaU0Q (i4)j à 

Âa« + Bi& + CO + 

ii. 

La détermination des erreurs les |^as plausibles étant in- 

dépendaiitc de /, etc., fournit la préparation la plus 

commode, quelque soit l'usage que 1 on veuille faire uhé- 
rieuremeot des observations. En outre, ou voit sans peine 
que, pour atteindre ce but, il n'est pas nécessaire d'clVec- 
tuer rélimination indéfinie, c'est-à-dire de calculer («oc) , 
(a|3),etc., il suffit de déduire des ëquattons (12), par une 
élimination définie, les quantités auxiliaires Â, B, C, etc., 
que nous nommerons, dans ce qui va suivre, les corrélatifs 
des équations de condition 

X=:o, T=o, Z = o,...; 

ces quantités seront ensuite substituées dans l'équation (10). 

Cette méthode ne laisse rien à désirer lorsqu'on demande 
seulement les valeurs les plus plausibles des quantités four- 
nies par Tobservation. Mais il en est autrement lorsqu'on 

désire, eu outre, le poids de chacune des valeurs trou- 
vées. Quelle que soit alors celle des quatre formules précé- 
dentes que Ton veuille employer, il est indispensable de 
connaître L, L', etc., ou, ce quî revient au même^ 
x*^ y^^ etc. \ par cette raison, il sera utile d'étudier, de 
plus près, rélimination qui fournit oea quantités et d'obtenir 
une méthode plus commode pour la détermination des poids 

• 6. 
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fa. 

Les relations (^ui lient les quanti Joui nous nons or- 
rupons sont notai»] «mont simpliliues par la considéralion 
de laionciion iudclini^du second degré 

■+• -♦•..•H- (ce) + 

que nous lîésignerons par T. 

Cette ionctioa e«t évidemment égale à 

(,5) _ + + 

De plus , on a évidemment 

(i6) T= Çx -4-»^ + i;z -h. . 

et si, enfin, on exprime x^y^z^ etc., au moyen des équa- 
tions (7) , en fi>nction de |, y? , Ç, etc., on aura 

T=:(aa)$'-+- 2(ap)^„ -+- 2(a7)HÇ + . . . + 

-+- 2 (p7 J ïjÇ -H . . . -h (77 ) C H- . . . . 

La théorie développée plus haut fournit deux systèmes 
de valeurs déterminées pour les quantités sc^jr^z^ etc., 
£ ) ^ > C ) Le premier est 

à ce système correspond la valeur 

ainsi qu'on le voit en comparant à Téquatiou (16), la troi- 
sième forme du poids P, ou par la considération directe de 
la forme (4}< 
Le second système de valeurs est 

la valeur correspondante de T est 
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comme cela est évident par les formules (lo) et (i5) , et 
encore parles formules (14) et (16). 

13. 

Nous devons,, avant tout, faire subir à la fonction T 
une transformation semblable à celle qui a été indiquée 
{TJiwrià Motus ^ art. i8a), et, avec plus de développe- 
ments, dans les Recherches sur Pal/as, 

Posons, à cet elfet, 





.) = (ii) 


("")' 


{bc, 

« 


.) = (ic) 


(06) (ec) 
(") ' 


(W, 




[aa) ' 



(«, 2) 

{Cd, 2) 



{ce) 
(cd) 



{acY [be, if 
{aa) (hb, i) ' 
{ac){ad) {bc,i)(bd,t) 
[aa) ibb,i) 



(dd, 3) = (dd) - - i^^if^. 



(aa) (bb,i) (ce, 2) 



et, ensuite (^), 

(bh^ 1)^ H- (ée, i) s H- ( W, i) «^-4-. . . =5 n', 

a)aH- («rf,2)«'H-...= Ç^, 



on aura 



et 9^^', etc., se déduiront de ^ , y; , f , etc., par les 

) Uans les calculs précédeots il suffisait de trois lettres de chaque série 
pour faire apercevoir la loi dea fomnlofi ; il a paru néeenaire d'en faire ici 
figurer une quatrième, pour rendre Talgorilbnie plue manifeate. 

(IVnie ék M. Gai»».) 
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équations suivantes : 

(aa) 

(^^), {bd,i) (crf,2) 



et Ton en tirera facilement toutes les formules utiles à notre 
bilt. Ainsi, pour déterminer les corrélatifs A , B> G, etc., 
nous poserons 

(i8) { (aa) (bb^i) 

(afl) (hb,t) (ce, 2) 

et enfin A, 6, G, etc., s'obtiendront par les formules 
saiyantes^ en commençant par la dernière : 

(aa)k-h (o^) B+ (ac) C+ {ad) D+. = t 
{bb, i)B-|-(èc,i)C+(5<i,i)D-f-...=ife', 
(»9) ^ (cc,2)C + (c^, 2)D-h...±=e^, 



Pour exprimer S, nous auiouâ la formule iiouvelle 

enfin, le poids P, qu'il faut attribuer à la détermination la 
plus plausible de la quantité ti , sera donné par la formule 

«a»; p — ^^^j (^^j^j (rf<^,3) 
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daus celle formule, on iail 







= (*')- 


(flê) f«/) 
(««) ' 




(ri,») 


= (*')- 


(«c) {al) 
(aa) 




(<//, 3) 




(ad) {al) 
(aa) 



{bù, 1) 



Les fonmiles (17), (21), doni la simplicité ne laisse rien 
à débiter, fournissent la soiuiiou complète de notre pro- 
blème. 

Après avoir 1 csolu le problème que nous avions eu vue, 
nous allons aborder quelques questions secondaires qui 
éclaireront davantage Tensemble de cette tbéorie. 

Nous chercherons, en premier lieu, s'il peut arriver que 
réliminaûon qui fournit jr, y, etc., en {onction de ( , 
etc., devienne, dans certains cas, impossible. Cela 
aurait évidemment lieu si les fonctions V3, ^9 etc., n'é- 
taient pas indépendantes les unes des autres. Supposons, 
pour un instaiit, qu*il en soit ainsi , et que Tune dVlles 
puisse s'exprimer en fonction des autres, de telle sorte que 
l'on ait la relation identique 

«Ç 4- pu -4- + . . . = o, 

«, (3, 7, etc., désignant des nombres déterminés. 

Ou aura alors 

n{aû) + p{ab) -\- y (ac) -f-, . , = o, 
a{ab) ^{bb) -h y [hr) -h. . Oy 



et si nous pasons 

aa' -h ^b' -4- 7c'H'. . . r= p'B\ 
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on eji déduira 

«e -h a'e' H- a''©" -h.. . = 

«e H- c'a' c"e'' -h. # . = o, 

* 

et, par suite, 

/'^^ etc., étant, par leur nature $ tous positifs, cette 
équation exige 

e = o, e' = o, 6*^=0,.... 

Si nous considérons les diflerenUelles complètes dX^ 
dY^dZ^ etc., répondant aux valeurs de u\ w", etc., 
immédiatement fournitis par les observations, ces diiférei^ 

li elles 

adp + a'dv' a^di/' -I- . . 

bdv + b'flo' b"di'" -h. ■ , 
cdu -t- cdv' -f- c' r/»'" -h.. 



d après les résultats précédents, seront liées, les unes aux 
autres, de telle sorte qu'en les multipliant respectivement 
par a r ^9 7* 1' somme des produits sera identiquement 
nulle, en sorte que, parmi les équations 

X = o, Y = o, Z=^Oy..., 

il en est une au moins que l*on peut regarder comme 
iniaffe^ car elle sera satisfaite dès que les autres le se- 
ront. 

En examinant la question île plus près, on voit que 
celle conclusion nest applicable qu'à des valeurs des 
variables infiniment peu différentes de celles que fournit 
robservatim». U y a, en effet, deux cas à distinguer : le 
premier est celui où Tune des équations 

X = o, Y = o, Zs^o,.*.^ 

rmée dans les autres d^une manière générale et 
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absolue, et peut, par ooniëquent, être supprimée; le se- 
cond est celui où, pour les valeurs particulières de 
t/, etc., auxquelles se rapportent les observations, Tune 

des fonctions X, Y, Z, etc., X par exemple, acquiert une 
valeur maxijiiuin ou niinijuum, ou, plus généralement, une 
valeur dont la diliéreutielle saimule lorsque les autres 
équations restent satisfaites. 

Mais comme nous ne considérons pour nos variables que 
des variations doïkt les carrés soient négligeables, ce second 
cas (qui dans les applications ne se présentera que bien rare- 
ment) , pourra être assimilé au premier, et Tune des équations 
de coudilioa pourra être supprimée comme surabondante. 

Si les équations restantes sont iudépendantes dans le sens 
que nous venons d'indiquer, on peut, d'après ce qui pré* 
cède, être certain que Télimination est possible. Nous nous 
réservons, du reste, de revenir sur cette matière qui mé- 
rite d'être examinée comme subtilité théorique plutôt que 
comme question d'une utilité pratique. 

15. 

Dans le premier Mémoire, art. 37 et suivants, nous 
avons montré le mojen de fixer , à posteriori , d'une ma- 
nière très-approchée, le poids d'une détermination. Si les 
valeurs approchées de xs quantités sont fournies par des 

observations également précises, et qu'on les compare avec 
les valeurs qui résultent pour elles des hypothèses les plus 
plausibles qu'on puisse faire sur les o éléments dont elles 
dépendent, on a vu qu'il fallait ajouter les carrés des diffé- 
rences obtenues, diviser la somme par xs — p, et que le 
quotient pouvait être regardé comme une valeur approchée 
du carré de Terreur moyenne inhérente à ce genre d'd>- 
servatibns. 

Si les observations sont inéi^^alcment précises, la brûle 
modliicatiou que 1 on doive appurlur aux préceptes précé- 
dents, consiste en ce que Ton doit multiplier les caiiés des 
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différencei par bt poid« respeotifii des obserrations oorrei- 
poodantcg, et Terreur moyentie obtenue de cette manière 
se rapporte aui obsenrations dont le poids est pris pour 

uniië. 

Dans Ir cas artuol , la soiimie des carrés dont nous par- 
lons se confond évidemment avec la somme S, et la diUé* 
rvurv rr'^ p avec le nombre a des équations de condition. 
Par suite, pour Terreur moyenne des observations dont le 

poids est I, nous aurons l'expression et la dëtermi- 

ii.ttiuii SL'i a d aulanl plus digue de couiiauce ^uc g sera plus 
considérable. 

Mais il est boa d établir ce résultat, indépendamment des 
raisonnements du premier Mémoire; pour y parvenir, nous 
introduirons quelipies notations nouveÛes. Supposons 
qu aux valeurs 

répondent 

de sorte ijue Ton ait 

« « («M + * (hr) • • . 

et, en outre, qu^aux valeurs 
répondent 

enfin, qu'am vaknrs 

a = ^% C = *',..., 

répondent 

et ainsi d» sasie. 
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La cooabinaison des équations (4) ^t (9) fournît 

, II. on, 

C =s y* -t- 7'*' -t- y"*'^ H-. . . , 
et) comme on a 

on aura 

16. 

La série des obsci valions qui fournissent les quaniités 
i^', etc., aflectées des erreurs fortuites e, e', e", etc., 
peut être considérée comme une épreuve qui ne fait pas 
connaitre» il est vrai, la {grandeur de chaque errear, 
mais qui, par Je moyen des règles exposées plus haut, péri- 
me! de déterminer la quantité S, fonction connue de toutes 
les erreurs. Dans une teUe épreuve, les erreurs peuvent être 
les unes plus grandes, les autres plus petites^ inaiû plus 
sera grand le nombre des erreurs employées, plus il y aura 
une grande probabilité que S diiière peu de sa valeur 
moyenne : la difficulté revient donc à trouver la moyenne 
de S. 

Par les principes exposés dans le premier Mémoire et 
qu'il est inutile de reproduire ici , on trouve pour cette va-* 

leur moyenne 

(tf « H- A p -h «7 -h . . . ) m» -h («'a' + P' c'y' -h . . 0 + . . . . 

£n nommant ^ Terreur moyenne qui coirespond aux obser- 
vations dont le poids est i , de telle sorte que Ton ait 
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l'expression précédente penl s écrire comme il suit : 

\p p p / \p p p / 

Mais on a trouvé 

or, le second membre est l'unité, comme on le reconnaît 
facilement par la comparaison des équations (6) et (7). 
On trouvera de même 



P F P 



et ainsi de suite. 

D'après cela, la valeur moyenne de S devient au}^ et si 
l'oii juge permis de regarder la vah iir furtuite de S cuuime 
égale à la valeur moyenne, on eu eouclui 



17. 

On peut apprécier la confiance que mérite cette détermi- 
nation en calculant FeneLir muyeiiiic à < laiiidre, soit 
pour sa valeur propre, soit pour celle de sou carré. La se- 
conde sera la racine carrée de la valeur moyenne de lex- 
pression 

dont le développement s'obtiendra par des raisonnements 

semblables à ceux qui ont été exposés dans le premier Mé- 
moire (art. 39 et suivants). ÎSous les suppi imous pour abré- 
ger, en nous contentant d'indiquer le résultat. 



Digitized by Google 



( 93 ) 

L'erreur nioyennc à craindre dans la détermination du 
carré fi* s'exprime par 

V* ëtanl la valeur moyenne des quatrièmes puissances des 

erreurs dont le £)oids esl 1 uuilé, et N la somme 

( « « + -h C7 . .)" -H {«'<r' ^ ^' p'^. c'y' • .)« 

+ -h r H- cV • 0* +• • • - 

Cette somme ne peut pas, en généralf se simplifier | mais, 
par un procédé analogue à celui dont on a fait usage au pa* 
ragraphe 40 du premier Mémoire, on peut montrer que sa 

valeur esl comprise euti'C xs et ^* Dans Tliypothèse sur la- 
quelle nous avions primitivement établi la métbode des 

itioiiitlrcs rarrés, le terme qui coulienl celle souuue dis- 
parait à cause de 

et la précision que Ton doit attribuer à la détermination 

est par conséquent la m(^me que si Ton avait opéré sur a 
observations entachées d'erreurs exactement connues, con- 
formément aux préceptes des art. 15 et 16 du premier 
Mémoire. * 

18. 

Pour la compensation des observations, il y a, comme 
nous Tavons dit, doux opérations à exécuter: première- 
ment, il faut déteriiiiiici les cornlatifs dos équations de 
couditioD, c esl-à-dirc A, B, C, elc.,qui salisibnt aux équa- 
tions (la ) ; secondement) substituer ces quantités dans Té- 
qnation (lo). La compensation ainsi obtenue peut être dite 
parfaite et complète^ par opposition k la compensation 
imparfaite ou incomplète, Nous désignerons de cette dcr- 
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Ilière manière celles qui i ^miIii ut des nièiiies ét|ualioiis ( i o), 
dans lesquelles on substituera des valeurs de A^Bf C qui ue 
satisferont pas aux équations (la) , c^est-à-dire qui salisfe^ 
ront à quelqpies-unes seulement, ou à aucune. Nous ne nous 
occuperons pas ici d*un tel système de corrections , et nous 
ne leur accorderons même pas le nom de compensation. 

Lorsque les équations (lo) sont satisfaites, les sys- 
tèmes (12) et (k^) deviennent équivalents, et la dinerence 
dont nous parlons peut alors s'énoncer comme il suit : Les 
observations complètement compensées satisfont aux équa- 
tions de condition 

X = o, Y = o, Z = o,...i 

les observations incomplètement compensées ne satisfont 
qu^à une portion de ces équations, et peut-être à aucune; 
la compensation à la suite de laquelle toutes les équations 
sont satisfaites» est nécessairement complète. 

Il résulte de la définition même des compensation«, qtw 
la réunion de deux systèmes de compensations peut en four» 
nir un troisième, et Ton voit qu il importe peu que les 
règles données pour obtenir une compensation parfaite 

soient appliquées aux observations ])rimitives ou aux ob- 
servations déjà imparfaitemeut compensées. 

Soient — — — etc., un système de compen- 
sations incomplètes, résultant des formules 

■ 0/> =A»« -f-B*^ +C»c H- ,., 
- . ) S'y = A*«* -4- B'b' -h -h. . ., 



Les observations ainsi changées ne satisfaisant pas à toutes 
les équations de condition > soient X*y itt»^, G^, etc., les va- 
leurs que prennent X, Y, Z, etc., quand on y substitue les 
valeurs ainsi obtenues pour i^', etc. On devra cber- 
clier les valeurs A*, B^, C^, etc., satisfaisant aux équa* 
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lions 

/ X* = A^(aa) -h }i* (ah) -h C* (ac) 4-..., 
\ lii.* = A* {ab) H- B* (hh) [bc) -h. . ., 

et cela fait, la compensation comidète des observations 
ainsi modifiées se fera par les nouveaux changements — 
— x', — etc.; Ji, x', etc. y se déduisant des for*- 

mules 

x/> =A*«-I-B** -|-C*c -4-..., 
x'/ = A* a' B*^' -H C*c' H , 

xV = A*a''+ H- C*c" . • 

Cherchons comment ces corrections s'accordent avec la com- 
pensation complète des observations primitives. Il est clair 
d*abord que Tua a 

•t* = — — — a"®*' — , . . , 
ni* = U». Ô0 — ye' — MÔ* — ... , 
C* = e c0 — c'e' — e''©*— . . , 

En substituant dans ces équations, pour 0, 0', 0", etc., 
leurs valeurs fournies par le sysièmc (I), pour .A»*, ili»*, 
etc., celles que donne le système (II), il vient 

J|.:=(A»4-A*) (««)-|-(B»-|-B*) (a^)H-..., 
tlî»=(A'>H-A*) (a6) H-(B'»-+-B*) {5^)4-..., 
e = (AO-hA*){«c)-t-(B«-hB*) (Z.c)-f-...j . 

et il suit de là que les corrélatifs des équations de condi- 
tion {12) sont 

et alors les équations (10), (I) et (111) montrent que Ton a 

1 = 0-1- X, «' = 0'H-x', s" = e"-hJc",...i 

et, par suite, la compensation parfaite a la même valeur 
pour chaque inconnue, soit qu'on la calcule directement, 
soit qu'on Pobtîenne médistement en partant d'une com- 
pensation incomplète. 
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Lorsque les équations de condiiion sont très-nombreuses, 
la détermination des quantités corrélatives A, 15, C, etc*, 
peut exiger des calculs tellement longs» que le calculateur 
en soit rebuté*, il pourra être ayantageux d^obtenir» dans 
ce cas, une compensation complète, à Taide d'une série 
d'approximations reposant sur le théorème de l'article pré* 
cèdent. On partagera, pour cela, les é([uahons de condition 
en deux ou plusieurs groupes, et Ton cherchera d'abord une 
compensation qui rende satisfaites les équations du pre* 
mier groupe. On traitera ensuite les valeurs modifiées par 
ce premier calcul , et on les corrigera de nouveau en ayant 
,égard seulement aux équations du second groupe* .Ce se- 
cond calcul donnera des résultats qui , en général , ne sâti»^ 
feront plus aux équations du premier gr oupe, et il faudi a, 
si Ton n'a formé que deux groupes, revenir alors au premier 
ety satisfaire a Taide de nouvelles corrections. Les observa- 
tions seront ensuite soumises à une quatrième compensa- 
tion , dans laquelle on n aura égard qu'aux conditions du 
seeond groupe; et en opérant ainsi alternativement sur Tun 
et l'autre groupe d'équations, on formera des corrections 
qui seront nécessairement de phis en plus petites. Si le 
choix des groupes a été fait habilement, ou arrivera bieu 
vite à des valeurs que les corrections ultérieures ne chan- 
geront plus. . 

Quand on forme plus de deux groupes, on. doit procéder 
de la même manière, les divers groupes étant employés suc- 
cessivement jus([u'au dernier, après quoi on revient au pre- 
mier pour les reprendre dans le mèine onlie. Il nous suffit 
d'avoir indiqué ( e procédé, dont la réussite dépendra beau- 
coup de rhabileté du calculateur. 

. 21. 

Il nous reste à donner la démonstration du Icmme admis 
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dans Tart. 8. Adoptons , pour plus de clarié, des notatioos 

plus propres à mettre la démonstration en lumière' 

Soient x^^ x\ x", etc., des iudétermiiiécs ^ supposons 
que les éfjuaiions 

jï^ «• -I- H- Ji«x* H- . . , = X% 
-H J»" 4- -+- . . .ss: X% 
«*• 4- «»* 4- «»* *^ -h . . . =^ X*, 



aient donné, par élimination, les suivantes : 

1Ï*X«4-N«X'-HN"X''4- 

«'•X* 4- N'»X' 4- WX" 4-. . .s= x\ 

X- -h N»' X' 4- W'»X'' -f- . . . = x", 



En substituant) dans les deux premières équations du se- 
cond système 9 les valeurs de X®, X\ X^', etc., fournies par 
le premier, nous obtiendrons deux équations identiques : 

«• = N«» (/!•• 4- n*' ce? 4- /»" X ' H ) 

-f- N" x» H- /i" x' 4- 4- . . .) 

H- N" (/î" X» 4- x' 4- «"x" 4-. . .) 

4- 4- «''x' 4- «"x" 4-. . .) 
4- 

jc' = N'* («••«• 4- 4- If'**' 4-. • .) 
-h 4- «"«'4- »'*«^ 4-. 0 

-h N«»(«»«»4-n"«'4-i»"Jt^4-;..)' 

4- 

Ces équations étant identi(jutîs , on peut y substituer telles 
quantités que Ton voudra à la place de x^, j/, x"^ etc. Fai- 
sons dans la première 

et dans la seconde 

Eu rcti auchaut ensuite les deux identiiesmembre à membre, 
©• 7 
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il Tiendra 

M«» — N« = (N** H" — N»« N«') (/!•• — «••) 
-h •(?«•• — N") («•' — 





W — 


N"N") («'^ 


— rt") 




JS'3 _ 


N" N*^) (n*' 


— 


(S" 


M" — 







Ce que Ton peut écrire plus brièvement de la manière sui- 
vante : 

désignant deux indices pris au hasard j ou conclut de 
là que les égaillés 



et , généralement , 

*?*^=:«^*,. ... 
entraînent nécessairement 

et , comme Tordre des indéterminées est arbitraire , il est 
évident qne^ dans la sttppOBÎtion admise , on aura généra- 
lement 



La méthode exposée dans ce Mémoire devant surtout s ap- 
pliquer utilement aux calculs de haute géodésie, le lecteur 
nous saura gré d'y joindre quelques exemples puisés dans 
cette partie de la science. 

Les équations de condition qui existent entre les angles 
d'un système de triangles , peuvent , en général , se par- 
tager en trois catégories. 

1. La somme des angles horizontaux , foimés autour d uu 
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même sommet et embrassant la totalité de Tliorizon , doit 

être égal à ( [ 1 1 a t re droi ts. 

II. La somoie des angles dp chaque triangle penl toujours 
être regardée comme connue \ car, lors même que le triangle 
est situé sur une surface courbe, Texcès de la somme de ses 
angles sur deux droits peut être calculé avec une telle 
approximation , qu'il est permis de considérer le l'ésultat 
comme absolument exact. 

III. Enfin, on obiieiil un Iroisicoïc genre de relations en 
examinant les rapports des côtés dans les triangles qui for- 
ment un réseau fermé.' Si , en effet) les triangles sont tel- 
lement placés , que le second triangle ait un côté a commun 
arec le premier, et un côté b commun avec le troisième; 
si le quatrième triangle a deux côtés c et ^ respectivement 
communs avec le troisième et le eîtiqni^e , et ainsi de 
suite, just|u au dernier triangle, qui ait uwc le précédent 
un côté commun k , cl avec le premier do tous un côté com- 
mun/, les quotients 

a h c d t 
■ i a 0 e * 

pourront se calculer au moyen des angles qui leur sont 
opposés dans le triangle dont les deux côtés comparés font 

partie . et comme le produit de ces fractions est évidemment 
Tunité, on aura une relation entre les sinus des divers 
angles mesurés (diminués du tiers de l'excès spliérique ou 
sphéroïdique lorsqu'on opérera sur une surface courbe). 
Du reste, dans les réseaux un peu compliqués, il arrive 
souvent que les équations de la seconde et de la tnnsième 
catégorie rentrent en partie les unes dans les autres , et que, 
par suite, leur nombic doit être réduit. Au contraire, il 
pourra arriver, mais seulement dans des cas assez rares, 
que Ton adjoigne quelques équations nouvelles à celles de • 
la seconde catégorie; c^est.ce qui aura lieu lorsque le ré- 
seau contiendra des polygones non divisées en triangles; on 

7- 
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podrra alors Introduire des équations relatives aitx figures 
qui ont plus de trois rotés. Dans une autre occasion , nous 
reviendrons avec plus de détails sur ces diverses circon- 
sUinres, dontrexamen nous éloignerait en ce moment de 
notre but. JN'ous ne pouvons cependant nous dispenser de 
faire ici une remanpie indispensable à ceux qui voudraient 
faire rapplication rigoureuse de notre théorie : nous suppo- 
sons toujours que les quantités désignées par i^, ^"^ etc., 
ont été observées immédiatement, ou déduites ci observa - 
lioii^ T( lies, que leurs délermiualions soient indépendantes 
les unes des autres, ou, au moins, puissent être regardées 
comme telles. Dans la pratique la plus ordinaire, on observe 
les angles que Ton peut regarder comme étant les éléments 
Vy v', 9*^^ etc. 9 eux-mêmes. Mais on ne doit pas oublier que 
si le système contient, en outre, des triangles dont les^ngles 
n'aient pas été directement observés et aient été déduits de 
ceux que Ton eonnaissait, par des additions ou soustrae- 
tions , ces angles ne devront pas être mis au nombre des 
grandeurs déterminées par l'observation , et Ton devra les 
faire entrer dans le calcul comme des fonctions des éléments 
qui ont servi à les former. Il en sera autrement si Ton 
adopte la métbode d'observations de M. Struve (j4strona~ 
mischc iS achnchten , II, pasje 43 1), qui consisie à détermi- 
ner toutes les direelions autour d'mi même sommet, en les 
rapportant toutes à une seule et même direction arbitraire. 
Les angles mesurés ain si seront pris alors pour v , p', t^'^, etc. , 
et les angles des triangles se présenteront totis comme des 
différences. Les équations de la première catégorie devront, 
dans ce cas, être supprimées comme superflues, car elles 
seront identiquement sail^taltes. Le proccdé que j'ai suivi 
moi-même dans les triangnlations exceutées pendant ces 
dernières années, diderc des deux méthodes précédentes; 
on peut cependant l'assimiler, quant au résultat, avec le 
procédé de M. Struve , en ce sens qaei. dans cbaque station , 
on doit regarder etc., comme les angles formés 
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par les directions qui en partent» avec une même ligne 
arbitrairement clioîsîe. 

Nous donne rnns deux exemples : le premier se rapporte 
au premier mode d'opération, et le second est relatif à 
des observations faites d'après la seconde méthode. 

23. 

Le premier exemple nous sera fourni par l'ouvrai^e de 
M. Krayenhof ; Précis Jiistorique des opérations trigono~ 
métriques faites en Hollande, Nous chercherons à com-- 
penser IsL partie des observations relativesr au terrain com- 
pris entre Harlingen, Sneek, Oldeholtpade , Ballom^ 
Leeuwarden , Dockum , Drachten , Oosterwolde ét Grônîn- 
gen. Entre ees points , on a formé neuf u iaui;les numéi oiés, 
dans rouvrage cité, 121, 122, i23, 124, i25, 127, 128, 
i3i, i3a. Les angles observés sont les suivants : 

TaiAKCLR lai. 

0. Harlingen 5o«»58' i5",238 

1. Leeuwarden da.47*i5,3Si 

a. Ballnm 4^ 14*379203 

TaiAKCLB 122. 

3. Harlingen 5i . 5.39,717 

4. Sneek 70.48*33,445 

5. Leeuwarden 58. $.48,707 

TaïAHCLB 123. 

6. Sneek 49 3o.4o,o6i ^ , 

•ji. Drachten /li.57..5gj^Si 



8. LceuwarUeo. ..... 87.3^.21,057 

9 Sneek 45.36. 7,49»'^^^, 

10. Oldchollpadc - -67.52. o,o48 * 

11. Drachten fi6.3i»5&|^i3 ^ 



« 
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12. Drachten 53° 55' 24'', 745 

13. Oldehollpade 4? •4^- ^"^ 

14» Ooftterwolde 78. 16.42» 34? 

Triangle 127. 

15. Leeuwardeo ...... . 59.34* o,645 

16. Dockum 76.34* 99O21 

17. Balluni.. 44* ><5i«o4o 

T&IANCLE 128. 

18. Leeuwardea. . . . . . . 72. 6.32,o43 

19. Drachien . ...... 4^.63.27, i63 

so. Doduim 61. 0. 4»494 

T&IAirGLE i3i. 

' ' SI. Dockum... 57 1.55,2(^2 

. 32. Drachten. • 83.33. i4)5i5 

a3. GronîngeD 39.24.63,397 

Triangle i32. 

34. Oosterwolde 8i.54.i7>447 

25. GroDÎngen 31.52.469094 

36. DrachtcD 66.12.579246 

La ooBaidëratioo de €es triangles montre que les vingt-sept 
angles» directement fournis par robservation» bnt entre eux 
treize relations nécessaires , savoir : deux de la première 

espèce, neuf de ]a stconde, et deux de la troisième. Mais 
îl n'est pas utile d'écrire ici toutes ces équations sous 
leur forme finie, car pour le calcul nous avons besoin seu- 
lement des quantités» désignées dans la thérarie générale, 
par X» /i| a'» a'^. . . , ifb» &» . » c*est pourquoi 

^ns immédiatement les équati<ms (iS) , qui met- 
» qiumtités en évidence. Au lieu de e, s', e'', etc., 
nous écrirons simplement ici (o)? (0> (^)» De cette ma- 
nière,^ aux deux équations du premier genre répoudeuL les 
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snivanies : 

(I) -4- (5) -h (B) 4- («5) H- (i8) = ~ , 

(7 ) (» 0 t»at) 4- (19) (22) 4- (26) = - o ' ,436. 

Nous trouvons ensuite, pour les excès sphéroïdiques des 
neuf triangles : i%j49't i%^47\ , o" ,Sj3 

i%i67; i'',io4 *, a",i6i j i",4o'i. Nous aurons alors Téqua- 
tion de condition du second genre : 

et ainsi des autres» et nous avons les œuf équations sui- 
vimtes : 



(0 + (2) 




— 3",958, 


[3)-+-(4)-i-(5) 




4-0,722, 


[6)-h(7)-4-(8) 




— 0,753, 


[9)4-(io) -h (il) 




4-2,355, 


12) 4- (i3) -h (i4) 




— I ,201 , 


i5) 4- (i6) 4- (17) 




— o,46r, 


18) -h (19) 4- (20) 




4-2,596, 


11) {22) (23) 




4- 0,043, 


24) -h (25) -4- (26) 




— 0|bi6. 



Les équallons de condition du troisième genre s'exj)rinieru 
plus facilemeut par le moyen des logariiiimes ; ia première 
est 

log sio («;•- o",583) — log sin — o",583) - log sin (p^ - o' ,382) 

4- log sin (P' — o'',382) — log sin {i^ — o%4i4) 
H-logain (i»»— o",4i4)— log8in(i»«— o*,38&) 
4- log «in («»»'— o%389) — logsin (p»— o",368) 

4- logsin o ",368} = o. 

Il semble inutile de développer Fautre sous forme finie. A 
ces deux équations répondent les suivantes, dans lesquelles 
les coefficients se rapportent à la septième décimale des lo- 
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17,068(0) — 20,174(2) — 16,993 3)-+- 7,328(4) — 17, 976;6) 
-i- 22,672 7)— 5,028(16; 4-2J ,780(17)— <9»7io(i9; 
-h 1 1 ,67 1 (20^ = — 37 1 , 

17 >976(6) — o , 880 — 20 ,6 1 7 (9) -4- 8 ,564 ( ' o) — * 9 » { « 3) 
+ 4*375 ;i4) •+-6>798(i8)— 1 1 ,671 20) H- i3,657f2f) 
a5,62o(a3)— 2,995 (24) + 33,854 (25) = + 370. 

Aucune raison ne nous portant à attribuer des poids iné- 
gaux aux diverses observations, notis supposerons 

En désignant les cci i < laiils des équations de condition dans 
l'oitiie même où ces équations ont été écrites, par 

A,B,C,DyE,F,G,H,I,K.,L,lf ,N, 
sotLS les deiei muterons par les équations suîn aiites : 
— 2',i97 = 5 A C + D+ £ + H-|-I-|>5,9i7 N, 

— 3,958 = A 3C — 3,io6M, 
+ 0,722= A + 3D~9,665H, 

^0,753 sA+B + 3E + 4,696M + 17,096^. 
+ 2,35$ = B + 3F ^ i2,o53 N, 

— 1 ,201 =s B+ 3G — i4»7<*7 

— 0,461 = A + 3 e -h 16,732 M, 
-t-2,5g6 = A -i-B-4- 31 — 8,039 M — 4.^74 
+ 0,043 — B -f- 3K — Il ,963 -\, 

— 0,616 = B -h3L 4- 3o,859lS', 

— 371 = 2,962 B — 3,io6C — 9,665 I) -h 4>t>96 E 

+ i6,75'>H — 8,0891+ 2902,27 M 

— 4^95^3 N » 

f- 370 =51,917 A + i7,o96E — i2.o53F — 14.707 G 

— 4,8741 — ii,963K +3o,859'l 
^ — 459,33 M + 3385,96N 



(*) Ces coefficietiU ont t w tua» juulUblies, mprès U tJitVL-ri^'iilMtion, par 

i8oi.6o.6o 

to% et «iivî6^g|||||^;»o6>t»4,6= i pour coOTOrtir les erreot» ea 




( «oS ) 

Nous en déduisons par réliminacîon* : 



A=i — 0,598 


H = 


4- 0,659 




I = 


H- 1 ,o5o 


Cass— 1,234 


K=: 


-1-0,577 


D= -!- 0,086 


L = 


— i,35i 


E:s— 0,447 


M = 


— 0,10979a 


F = -^ i,35i 


N = 


+ Oy irg68i. 


G ss 4' 0,171 


• 





Les erreurs les plus plausibles sout enliu domiécs par les 
formules 

(o) = C+ i7,o68M 
( I ) = A C 

(2) =: C — 20, 174 M 

(3) = D- 16,993 M, 



et nous obtenons les valeurs nuiuéiiques vsuivantes, aux- 
quelles nous adjoignons, pour qu'on fasse la comparaison, 
les oorreclions adoptées par M. Krayenhof : 









1* DB Km* 


(0) = 


— S^ioS 




(i4) = +o",795 


•+-2'',4oO 


(l) = 


— 1,832 


H- 0, u6 


( i5) = -1- 0,061 


-h 1,273 


(^) = 


-+- 0,981 




( iG) = -4- i ,21 1 


-t- 5,945 


(3) = 


-t- 1 ,902 


H- 1 ,722 


(17) = - 1,732 


— 7»^74 


(4) = 


— o»7»9 


-h 2,848 


(18)= -h ï,265 


-4- 1 ,876 


(5) = 


— o,5i2 


— 3,848 


(•9)^+ 2,959 


4- 6,25 1 


(6) = 


4- 3,648 


— 0, 137 


(20) = — 1 ,6?.8 


— 5,53o 


(7) == 


— 3,221 


1,000 


(21) =4- 2,21 1 


H- 3,486 


(8) = 


— 1,180 


— i,6i4 


(22) =-t- o,32:>. 


- 3,454 


(9)- 


— 1, 1 16 


0 


(23) = - 2,489 


0 


(10) = 


-h 3,376 


-h 5,928- 


t (24)=- 1,709 


-4- Oy^oo 


(11) = 


-h 1,096 


— 3,570 


(25) = H- 2,701 


+ 2,o54 


(ia) = 


H- 0,016 


a,4i4 


(26) = — 1,606 


— 3,077 


(13) = 


— 2,Ol3 


— 6,oi4 







La somme des carrés de nos corrections est97,8845 ^ Terreur 
moyenne, telle que Tindiquent les 27 angles observés, est 
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par confléqiieiit. 



La somme des caii tis des porrecùons de M. Kr a^ eiikol , 
e$l de 341 94^01. 

24. 

■ 

m 

Les triangles dont les sommets , dans la triangulation du 

Hanovre, ont été placés à Falkcnberg, Breîihorn, Hausel- 
berg, Wulfsode et Wilsede^ nous ibuiiiiruat on second 
exemple. 

On a obseiré les direcdohs snivantcs : 

J la fUUion de FALKEMiKuc. , ' 

0. Wilsede 187*47' 30*311 

1. WoUsode 125. 9 .39.676 

2. Banselberg 266.13.66.239 

3. Breilbom 274.1 4* 4^ «634 

J la ttaHon de Bastnioasr, 

4. Falkenberg 94. 33. 4o. 755 

5. Hausclberg i22.5i.53 o54 

6. Wilsede i5o.i8.35 100 

A la Mottoa de HAVsausao. 

7. Fallbenbefg 86.29. 6.872 

8. WOsede t54<37. 9 624 

9. WoUsode 1 189. 2.56.376 

10. Breltlioni 302.47-37.732 

ji la 4tation de Wiujpsode.. 

11. Haiiselberg 9. 5.36.5<j3 

12. Falkenberg 4^-27 33.556 

13. Wilsede * ^ 118.44.13.159 

JlastaUomdelfujaBm, 

i4- Falkenberg 7.51. 1,027 

15. Wulfsode 298.29.49-519 

16. Breithorn 33o. 3. 7.392 

17. LUuseiberj; 334 «25. 26. 74^ 
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Ces obsenrations permeltenl de former sept triangles. 

Triauole 

Falkenberg' 8^ o' 47^395 

Breithom aB; 1 7 .4S9399 

Haaselberg i43.4i -29, i4o 

TaïAHQLB II. 

Falkenbefg 86.27.13,323 

Breithorn 55.44*^4*^ 

WOsede 37.47.53,635 

TaxAiiGLa m. 

Falkenberg 4'- ^^3 

Hauselberg 1 02 .-33 . 49 » 5o4 

WiiUsode. 36.21.56,063 

TftiANCLE IV. 

Falkenberg 78.2625, 928 

Hauselbeig ■ 68. 8. 2,752 

Wilsede 35 25.34,281. 

TaiANGLE V. 

Falkenberg . 87 . 29. . 9, 365 

Wulfsode 73.16.39,603 

Wilsede 69.21.11,508 

TaZAHGLX VI. 

Breithorn........ 27 27.12,046 

Hauselberg 148.10,28,108 

Wilsede 4*22«'9>354 

TaiAircu Vil. 

Hauselberg 34-25.46,752 

Wulfsode 109 38.36,566 

Wilsede • 35.55.37,227 

Noos avons ici sept ëquations de condiiioà du secoiul 

genre (il n'y a pas lieu évidemmcut d eu former du premier 
genre) ^ pour les former, nous devous chercli^^ jMWt iQUh 
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1rs excès sphéroïdîquesdes sept triangles, et pour cela il est 
indispensable de connaître la longueur d*un côté. Celui 
qui réunit Wilsede à Wulfsodeest aa877",94- On en con- 
clut, pour les excès spliéroïdiques des divers triangles : 

I...U,202; II. . . 2",44'^ î 111 . . . l",257 -, 

V. . . i'',<)57; VI...c/V^2iî \ÏI. . . i'',295. 

Si l'on désigne par i'^*'^, i^''^^, etc., les angles qui 

déterminent les directions indiquées plus haut, et mar- 
quées des mêmes indices^ les angles du premier triangle 
seront 

et la première équation de condition est par conséquent 

_ ^- _ pii) _|- 4- vil) _ p(w).4. i79«59' 59'',798= b. 

Les six ti'ianglos restants fourniront six é([uations aiialo- 
gues, mais un peu fV;)ttenti<Hi montrera que ces équations 
ne sont pas indépeudautes j la seconde est en etl'et identique 
avec la somme de la première, de la quatrième et de la 
sixième; la somme de la troisième et de la cinquième est 
identique avec celle de la quatrième et de la septième : c^est 
pourquoi nous négligerons la seconde et la cinquième. Au 
lieu des équations restantes sous forme finie, nous écrirons 
ici les équations correspondantes (i3), en subsi tuant aux 
nuutionse, e', e"y etc., (o), (i), (2], etc. : 

_V^368 = -{2)-^(3) -(4)-h(5)-t-(7)-(io), 

H- 1 ,773 = — (i)-h(2)-(7}-t-i9) — 

+ .i;o4a'=-(o)-H(2)-(7) + (8)H-(i4)-(i7),. 

- o,8i3 =^ _( 5)4- (6) (8) -h (lo)- (16) + (17), 

- 0,750 = - (8)-h(9) -(i 1)4- (i3) - (i5) H- (17). 

On peut obtenir, au moyen des triangles du système, 
huit équations du troisième genre, et pour cela il est pcr-- 
mis de combiner trois des quatre triangles I, II, IV, M, ou 

des iriaii^lcs 111, IV, V, \ 11 j cependant un peu d attention 
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montre cju'il snilit d'en considérer deux appartenant r<'s- 
pectivemeiii ux deux systèmes de triangles et que celles-là 
comprendrout toutes les autres. 

Nous aurons ainsi , pour sixième el seprîème équation de 
condition , 

logsin(f('^ — ui^^ — o",oC)7 logsin((j(*>^ — _ o'',o67) 
-f- logsin „('î)_o",64o) — iogMii (r^) — — o",64o) 

-+-logsin(f(*^ — — o",i07) — logsin(c(") — pC'*^ — o",io7)=o, 

1og8in(ir(*>— c(0 — o^4I9] — log«m(p{'»)— P<")— o*,4i9) 
-hlogsin(t'('0-.p("i)_o*',64o)~log»iii(p(») — pW— o'',64o) 
■4-logsin(«'(")— «^(")— ©"^S?,)— logsin(f(")— ♦,00— o%432)=o, 

auxquelles répondent les équations 

+ 25 = -h4,3i(o}- i53.88(-) 4- 149,57 (3> 
39 . 1 1 ( 4 ) - 79,64 ( 5 ) H- 4o,53 (G) 
+ 31,90 ^i4) -h 275,39(16) — 307, 29(17^ 

- 3 = + 4.3i(o)- 24,16(1) -h 19.85(2) 
•4^36,11 (11) — a8,59(ia) — 7,5a(i3) 
-h 3i,9o(i4) +29,06(15) — 60,96(17). 

Si nous attribuons la mi>uîe cei tilude aux diverses direc- 
tions, en supposant =. p^^^ z=: p^^> ... = i , les corrélatif» 
des sept équations de condition étant désignés par A , B, 
C y D , £ , F , G ) leur détermination dépendra des équations 
suivantes: 

— i,a(ib=-h 6A— 2B~2C— 2D4- 181,72 F — 19,85 G, 
H-i,773=— aA+6B-kaC4- aE— i53,88 F —20,690, 
-h 1 ,042 =— sA H- 2B + 6C ^ 2D — 2E 4- i8i,ooF 

-4- 108, 4<> Gr, 

— o,8i3 = — 2 A — 2C 4- 6D -h 2E T- 4^2, 5iF— 60,960, 

— 0,75b =s-i- 2B — 2C-h2D + 6E — 307,29F — 1 33,65 G 

*+.25=s 184,72 A — i53,88B -f- i8i,ooC— 462,61 D 

— 307,29 E H- 224868 F 4- 16694, 1 G, 

— 3 = — 19,85 A — 20,696 -h 108,40 C — 60,96 D 

— i33,65E+ 16694,1 F + 8752,390. 
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Nous en dédaisons, par élimination) 

A ~ — 0,225, 
B = -1-0,344, 
C = — 0,088, 
D — — 0,17!, 
E = — 0,323, 
*F = H- 0,0002 i5gi 5, 
G = — 0,005474620 y 

et les erreurs les plus pi obables sont données par les for- 
mules 

(0) = — Ch-4,3iF -h4,3iG, 

(1) = — B~24,i6G, 

(2) = — A + B H- C — i53,88F H- i9,85G, 



d où l'on déduiLlcs valcuià numériques suivantes : 



(«) 




f9) 




H-o^oai 


(>) 


= — 0,913 


(10) 




-h 0,054 


(^) 


0,339 


(•0 




— 0,219 


(3) 


= — Oi'93 


(12) 




-f- o,5oi 


(4) 




(i3) 




— 0,282 


(5) 


= — u ,0^ 1 






— o,256 


(6) 


--- — 0 , 1 62 






-h 0,164 


(7) 


= — 0,481 


(.6) 




-(- 0,280 


(8) 


= + 0,406 


. (-7) 




— 0,139. 



La somme des carrés de ces erreurs est égale à 1,2288 \ Ter- 
reur niuycnnc résullanl des 18 directious observées est, par 
conséquent, 

/ 1,2288 „ , 

Afin de donner un exemple de la dernière partie de notre 

théorie, cherchons dans (|ul11c précision les observations 
compensées déterminent le c6lé Falkeaberg-Breithorn ^ 



Digitized by Google 



<•") 

au moyen du Mté Wîlsede'Wulfsode. La fonction ti, par 

' laquelle il est exprimé , est, dans ce t as , 

- 22077 -p'',65a).sin(P<0— „(0-.o',8i4)' 

sa valeur déduite des observations corrigées est 

. • 26766" ,68. 

La difiérentiatioo de cette éipiation fourni en exprimant 
dyW^ Âvi*)^ etc., en secondes, 

= [ 0°', 1 699 1 ( rff ( •) ) — rfpC) ] -+- o»,o8836 ( dv^* ) r/o(»)) 
— [o">o3899(<i<'t"^) — </!.('»)] +oM673i(</f(»)— 

on déduit de là : 

{al}=— o,o8836, 
0,1309a, 
(c/)=— 0,00260, 

(^0=+ 0*07895, 

(e/)=H- o,o389(), 

= — 4o,t3j5, 
(*0= H- 10,9957, , 
• ( // ) =s-h o,i3238, 

Les méthodes indiquées plus haut donnent, en prenant le 
mètre pour unité de longueur, 

I 

pSO, 08329 OU P=: 12,006. * 

Oa en conclut que l'erreur moyenne à craindre dans la var 
leur du côté Falkenberg-Breithom est 0^,2886 m (m dé- 
signant l'erreur moyenne à craindre dans les directions 
observées, cette erreur étant exprimée en secondes), et, 

par cons<^'qucnt, si nous adoptons la valeur de m annoncée 
plus liaul, cette erreur moyenne à craindre est o^ji aop. 

Au reste, l'inspection du système de triangles montre 
immédiatement qu^on pouvait complètement laisser de côté 
la station Hauselberg, sans rompre le réseau qui réunit les 
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qtiatre autres. Mais il ne serait pas permis jiour cola tie 
supprimer les opérations qui se rapportent à ce point, car 
elles coDtribueiit certainement à augmenter la précision de 
Tensemble. Pour montrer plus clairement quel accroisse- 
ment de précision en. résulte, nous terminerons en fidsant 
de nouveau le calcul, après avoir exclu tous les résultats qui 
se rapportent au point Hauselberg. Des dix-huit directions 
oienùoniK us plus haut, huit cessent alors de servir, et les 
erreurs les plus plausibles sur celles qui restent, sont 



(o) = 


-ho",327 


(12) = 


-h o",2o6 


(0 = 


— o, 206 


(i3) = 


— 0, ÎÎ06 


(3) = 


— 0, 121 




-h 0, 3 :> 7 


(4) = 


H- 0, 121 


(.5) = 


-h 0, 206 


(6) = 


— 0, 121 


(.6) = 


0, 121 



La valeur dn c6té Falkenberg-Breitbom devient alors 

26766"',63, résultat peu différent de celui qui a élé obtenu 
plus haut. Mais le calcul du poids donne 

i = 0,1 3082 ou P=. 7,644» 
* 

et Terreur moyenne à craindre est, en mètres, 

0,361691» = o"',i5i5. 

On voit que par l'adjonction des opérations qui se rap- 
portent à Hauselberg, le poids de la détermination du 
côté Falkenberg-Breithorn est augmenté dans le rapport 

de 7,644 ^ 1:^,006, c'est-à-dire daiJ6 le rapport de 1 unité 
à 1,571. 
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NOTES. 

NOTE L 

ÊXPOSmON DE lA MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS. 

(Extrait du Thcoria Motus Corporum eœlesiium.) 



i, 

Abordons maintenant une recherche beaucoup 

plus générale et des plus fécondes dans toute application 
da calcul aux phénomènes naturels. Soient V, V, V^, etc.^ 
u fonctions des v inconnues etc., et supposons 

que des observations directes aient donne , pour ces fonc- 
tious, les valeurs 

V==M, V'=:M', ¥"=11*,.... 

En général , le calcul de ces inconnues constituera un pro< 
blême indéterminé ^ déterminé ou plus que déterminé^ sui-* 
vaut que Ton aura 

Nous ne nous occuperons ici que du dernier cas, dans lequel 

évideiument il ne serait possible d'obLeiiir une représenta- 
tion exacte de toutes les observations, que si ces observa- 

♦ 

* (*) Si, dart» M troisièd&fl e«i, - v des fonctiotis V, V, V*, ele., 

pouvaient 'Mrc r^'f^ardéfs commo fonctions de toutes les autres, 1c pro- 
blème deviciMli ait plus que déterminé relativement à r»>H fonctions , mais 
indétermioé relativement k p , q , s , etc. On ne pourrait pas en déduire 
les Talcnra de «es dernières » même it les valeurt des fonetions V, V \ " , etc. » 
étaient d*one èxsolHude absolue : mais nous exdaons ce cas pariicalier de 
nos reclkerelies. 

c 8 
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lions n'étaient atleclées d auc nue eireur. Mais Comme cela 
n^a jamaià lieu dans la nature, on devra regarder comme 
possible tout système de valeurs dos inconnues ^, r, 
j, etc., desquelles résultent, pour les fonctions V — M, 
V' — M', y — M'^, des Taleurs qui ne surpassent pas les 
limites des erreurs que Ton peut commettre dans les obsc^- 
vations, mais on ne doit pas regarder tous ces systèmes 
pos<iibles comme jouissant du même degré de probabilité. 

Supposons d abord, dans toutes les observations , un état 
de choses tel^ qu'il n'y ait pas lieu de regarder Tune d'elles 
comme plus exacte qu*une autre, c'est-à-dire, que Ton 
doive r^arder des erreurs ^ales dans chacune d'elles 
conmieégalement probaUes. La probabilité qu*une erreur A 
soit commise dans Tune des observations sera une fonction 
de A, tjue nous nommerons Q>( A). Quoique relie loueliou nr 
puisse être assignée d'une manière précise, ou peut du 
moins affirmer qu'elle doit devenir maximum pour A s= o, 
avoir dans la plupart des cas la même valeur pour des va- 
leurs de A ^ales et de signes contraires , et, enfin, s'éva- 
nouir quand on donne à A une valeur égale ou supérieure 
à l'erreur maximum ; ç ( A) doit donc , à proprement parler, 
être rapportée à la classe des fonciious discontinues, et, si 
nous nous permettons, pour la facilité du calcul , d'y sub- 
stituer une fonction analytique, il faudra que cette dernière 
soit choisie de telle sorte qu'elle tende rapidement vers o à 
partir de deux valeurs de A, l'une supérieure, Tautre infé- 
rieure à o , et qu'en dehors de ces deux limites on puisse la 
coiibidcrer comme nulle. Or la probabilité ([ue Terreur soit 
comprise entre A el une tpiantité A -|- dA qui eu diQère 
iuiinimcnt peu, sera exprimée par ^ (A).f/A, cl, par suite, 
la probabilité que Terreur est comprise entre D et B', par 




Celte inte^iak , prise depuis ia plus grande valeur néga- 



Digitized by Google 



( ..5 ) 

tive de A jusqu'à sa plus grande valeur positive , ou ^lus ■ 
généralement depuis ù = — od jusijulà A = oo , devra .né- 
cessairement être égale à i* On aura donc 




Supposons donc qu*on ait un système déterminé de valeurs 
des quantités </, r\ etc.: la probabilité que l'obser- 
vatioii donnera puui \ la valcui M, sera exprimée par 
rD (M — V) , après qu'on aura substitué clans V les valeurs 
de r, s, etc.; de même 9 (M' — V), 9 [M" — \") , etc., 
exprimeront les probabilités pour que les observations don- 
nent aux fonctions V, V", etc., les valeurs M', M", etc. 
Cest pourquoi , tant qu^on pourra considérer toutes les ob- 
servations comme des événements indépeudants les uns 
des autres , le produit 

f (M— V)y{M''^V')t(M"-V")..; := n, 

exprimera la probabilité que toutes ces valeurs résullerout 
en même temps des observaiioiis. 

2. 

t)e même qu^en se donnant des valeurs quelconques djes 
inconnues , il en résulte, avant toute observation , une pro- 
babilité déterminée pour un système de valeurs des fonc- 
tion V, V, V", de, de même , après que 1 observation aura 
douné pour ces i'onctions des vahnirs déterminées, il en 
résultera pour cbaque système de valeurs des iiiconuues 
qui en découleront , une probabilité déterminée : car il est 
dair qu'on devra considérer comme les plus probables les 
sptèmes qui donnent k Févénement observé la plus grande 
probabilité. Uapprédation de cette probabilité peut s'ob- 
tenir par le tbéorème suivant : 

Si^ en a<Ioj)tant une certaine hypothèse H, /a prohabilité 
d'un événement déterminé ^est h, mais (juen adoptant 
une autre hypothèse H', exclusive de la première el ayant 

S, 
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à priori ia même ' probabilité, la probabilité du même é*^» 
ncment soit h' : je dis que lorsque T événement E auiu eu 
lieu , la probabilité que H soit la 'vraie kjrpothhe sera à la 
probabilité que H' soit la vraie hypothèse comme h est à h'. 

Pour le démoutrer et aiînde distinguer toutes les circon- 
stances d'où peut dépendre, soit que rhypothés^Hou H\ 
ou Umie autre ait lieu, l'arrivée d'un événement E ou d^un 
autre événement, formons un système des cas différents qui 
peuvent se présenter et que nous regarderons comme éga- 
lement probables à priori (c'est-à-dire tant qnHl y a doute 
si c'est l'évt niuicut K ou un autre qui aura lieu]. Ces cas 
peuvent être ainsi distribués : 



KOMBRE DES CAS. 


BTHrnitu 
propre à cet eae. 


ivisumatt 
qui doit en résulter. 


m 


H 


E 


m 


H 


Différent de E 


m' 


H' 


E 


// 


H' 


Différent de Ë 


im" 


Dirrérenlede il el de H' 




«" 


Différente de H et de U' 

• 


Diffère Dt de £ 



On aura diaprés cela 

ik=z 



m 



' *' = =7 



Or, avant Farrivée de révénement, la probabilité de Thypo- 
tbèse U était 



w -h /» 4- -h //' -+■ /«" -h n" 



Après révénement qui exclut n-hn'-hn'' cas, parmi ceux 
qui sont possibles, cette probabilité sera 



m 



m -h m' -h iw" 
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De nu iiH' les pi ul>al>iliiés de l'hy^>oilièsc H' avant et après 
révéuement sont respectivement 



-h n' 



it 



m 



m H- M H* m' -h Js' -t- m'' H- «" m H- /«' -h m" ' 

mais, comme on a supposé (juc les hypothèses W et H' avaient 
ayant rëvénement la même probabilitéi on aura 

iw -h » = «' -f- «*» 

d'où résulte immédiatement la vérité du théorème. 

Si maintenant on suppose qu'on n*a , pour déterminer les 
inconnues, qne les observations 

et que tons les systèmes de valeura des inconnues étaient éga- 
lement probables avant ces observations, il est visible que 
la probabilité d*un certain système, après ces observations, 

sera proportionnelle à it. C'esl-à-dire que y Hd/jffgrir, , , 
exprimera la probabilité que les valeurs des inconnues 
soient respectivement comprises dans les lipiites infini- 
ment voisines p etp -h dp, q ei q dq^ r^Xr^ dr^, , 
A représentant une quantité indépendante de r, 
etc.; et ]*on aura évidemment 

I /tco /*M 

J J J • • • Û dpdq dr., 

3. 

D(! la rcMilie nalurellonicnt tjue le syslcnie le plus pro- 
bable des valeurs de p-, q , i\ etc., correspondra au maxi- 
mum de n I et se tirera des v équations 

da da da 

dp dq dr ^ 

si Ton pose 
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ces équaùoiib preudiont la forme suivante : 

* 

De1& r^ultecffi'on pourra obtenir par l'ëlîmînation une 

solution plciiii mriif (ieit rmiuée du pioljlùme, dès que la 
nature de la foiitliun sera connue. Mais cooime celte 
fonction ne peut être définie à priori , abordons U question 
à lin autre point de vue et chercbons une fonction acceptée 
tacitement comme base, en vertu d'im principe simple et 
généralement admis. Or on a coutmne de regarder comme 
un aiciomeTliypotlièse que si une quantité a été obtenue par 
plusieurs ob^e^vatlons inmiédiates, faites avec le mêiue soin 
daus des cir< oiistaiK es «i»'nib!ables Ja moyenne arillimetique 
des valeurs observées sera la valeur la plus probable de cette 
quantité, sinon en toute rigueur, du moins avec une grande 
approximation , de telle sorte que le plus sàr soit toujours 
de s'y arrêter, Si donc Ton pose 

Y=:V'= 

et 

M -I- M' H- M" H 

p= . 

on devra avoir en général 

( M —/>) -t- f' (M' —/>) ^- y' (M ' — />)-♦-... = o 

pour toute valeur entière cl positive de ^. Faisant en^ 
suite 

on aura généralement 
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d'où i oa lire facilemcuL t|ue^^ doit être en générai uue 
consume A-. On aura donc 

t ( A ) = T * A' -I- «Mttt. 3S f A» -h log X , 

d*où 

Or on voit facilement que la constante k doil être négative, 
pour que Cl puisse devenir maximnm : posons donc 

2 

et comme, d'après un élégant théorème de Laplace, on a 



X 



notre fonction deviendra 

^ ' V 

i. 

La fonction que nous venons de trouver ne peut pas ex- 
primer, en toute rigueur, la probabilité des erreurs, puis- 
que les erreurs possibles étant toujours renfermées entre 
certaines limites, In probabilité d'erreurs plus grandes de- 
vrait être toujours mille, i indis que notre fonction a toujours 
une valeur finie. Cependant ce d« faut, que prcscntci aii 
également toute autre fonction analytique, u'a aucune im- 
portance dans les applications, paroequela valeur de notre 
fonction décroît si rapidement, pour peu que A A ait une 
valeur considérable, qu'on peut, en toute sûreté, la re- 
garder alors comme équivalente à o. D*ailleurs, la nature de 
la qucbtiùii ijc purnicilra jamais d assij^ner les limites des 
ci reurs aver une rigueur absolue. 

Au rc&te, la constante /< peut être regardée comme tit r- 
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Tant de mesure jà la précision des observations. Si en effet la 
probabilité de Terreur A dans un système d'olisenratîons 
est exprimée par 

et dans un autre système d^observations plus on moins 
exactes que les premières par 

la prc^nbilité que dans une observation du premier sys- 
tème l'erreur soit comprise entre les limites — J et + 
sera exprimée par 




elde mùme la probabilité que 1 ( i reur d une observation du 
second système soit comprise entre les limites — d' et -i-cî', 
sera exprimée par 

r VIT 

or ces intégrales sont manifestement ^alea lorsqu'on a 

# 

Si, par exemple, on a 

une erreur double dans le premier système sera commise 
aussi £icilement qu'une erreur simple dans le second , de 
sorte que les dernières observations, pour nous servir 

d*une expression «consacrée par Tusage, jouissent d^nn degré 
de pi écisioii deux iuÏG plus grand. 

5. 

Voici maintenant quelques conséquences de celte ioi. U 
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est clair qu il faut , pour que le produit 
devienne maximum , que la somme 

devienne minimum. Donc le sysième de valeurs des incon- 
nues^, <7, r, ^5 etc., le plus probable correspond au ras où 
les carrés des diôérences entre les valeurs observées el les 
yaleurs ealcutces des fonctions V, V, V", etc., donnent la 
somme la plus petite possible, pourvu que toutes les obser* 
vations soient paiement présumées pr^ises. 

Ce principe, qui est de la plus grande utilité dans toutes 
les applications des mathématiques à la philosophie natu- 
relle, doit être regardé comme un axiome, au même titre 
que le principe qui nous fait adopter la moyenne arithmé- 
tique des valeurs observées d'une même quantité comme la 
valeur la plus probable de cette quantité. 

Le principe s*étend sans peine au cas d*observations 
d^nnc précision inégale. Car si les prédsions des observa-» 
tions par lesquelles on a trouvé 

sont représentées respectivement par/?, h'^ h", etc., c est- 
à-dirc si l'on suppose que des erreurs réciproquement pro- 
portionnelles à ces quantités puissent être commises avec la 
même facilité, il est clair que cela revient au même que si, 
par desobservations d'une égale précision (représentéepar i) , 
les yaleurs des fonctions ^V, /t'V, A"V",etc., avaient été 
trouvées égales à /iM, A'M', A*M", etc.; c'est pourquoi le 
système le plus probable de valeurs des quantités ^ , 
5, etc., seia celui ou la somme 

cesl'à-M'e oà la somme des carrés des différences enli^ 
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les 'valeurs observées et caleuiées^ multipliés respectivement 
par les carrés des nombres qui expriment le degré de pré- 
cisioriy devient un niininmm. Par là, il n*esl pas même né- 
cessaire que les fonctions \, \', etc., se rapportent à 
des quantités homogènes ^ mais elles pourront représenter 
de$ quantités hétérogènes (par exemple des secondes d'arcs 
et de temps) ; pourvu que Ton puisse estimer le rapport 
des erreurs qui , dans chacune de ces grandeurs, peuvent 
être commises avec la même facilité. 

Le principe exposé dans Tarticle précédent se recom- 
mande aussi par cela qu'il réduit le calcul numérique des 
inconnues à un algorithme très-expéditif , quand les fonc- 
tions V) V V '\ etc. , sont linéaires. Supposons 

V — M =:p =: — m -\- a p -\- b g + c r-t-r/^-f-..., 

V — M' =r = — ff/ -h a> -^ 1^ -h c' r -h r/' j -(- . . , , 
V"— M" = 1^" = — fl*";, 4- -I- c^r H- rf"^ +. . . , 

Posons ^, > 

''^j^ av +• a'/ 4- -T. . P, 

r i» 1!^ ✓ H- c* i»" -t- . . . = R, 
-h <f p' H- «Tp* -h . w = S, 



alors les v équations de Fart. 3, qui déterminent les valeurs 
des inconnues , seront 

si nous supposons les observations également bonnes, cas 

auquel nous pouvons ramener tous les autres , comme nous 
l'avons iiionué dans raillele prérédont. On a ainsi anfanl 
d'équations linéaires que d'inconnues : on les résoudra par 
la méthode ordinaire. 
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Voyons mainteuant si cette élimination est toujours pos- 
sible ou si elle peut donner une valeur inrlélerminee ou im- 
possible. 11 réi-ulte de la théorie de 1 éliminaiion que le se- 
cond ou le troisième cas aura lieu si y en laissant de côté une 
des équations 

P=:o, Q = o, R = o,..., 

ou peut déduire des ë<piations conservées une épiation 
identique ou contradictoire à celle que Fon a omise ^ ou , ce 
qui revient au même, si Ton peut assigner une fonction li- 
néaire 

aP 4- PQ4-7R-h..., 

qui soit identiquement nulle ou qui ne contienne aucune 
des inconnues. Supposons donc que Ton ait 

on a Téquation identique 

t=:p^ H- 9Q -I- rR 4* iS + . . * . 

Si Ton suppose qu'en laisant 

les fonctions etc., deviennent respectivement 

on aura Téquation identique 
et) par suite, 

X'-f-X'» + X"» +. . . = o, x-h -H Vm' + V'm" -h. . . = 
d'où résulte 

X=o, X'ssO, X^cro,..., 

et, par suite, 
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c'est-à-dire que les fonctions V, V, V', etc., devraient ne 

pas changer si p^q^r^s^ etc., reçoivent des accroisse* 
ments quelcouques proportionnels aux nombres a , (3 , 7, 
0, etc. Un pareil cas, dans lequel la détermination des in- 
connues ne serait pas possible ^ même si l'on donnait les 
vraies valeurs des fonctions , n'appartient pas à notre sujet, 
comme nous en avons averti plus haut. 

Au reste, on peot réduire facilement tous les cas a celui 
où les fonctions V, V, V, etc., sont linéaires. Désignotis 
par TT, fj, 0-, etc., des valeurs approchées des iiH onnues 
r, 5, etc. (que nous oblieudrous eniaisant usage de v 
équations prises parmi les fi équations 

et posons 

il est clair que ces nouvelles inconnues seront si petites, que 
leurs carrés et leurs produits seront négligeables, et que les 
équations deviendront linéaires par suite des substitutions 
indiquées. Que si , à la fin du calcul , on trouve contre 
toute attente que les valeurs de p\ ^\ r', 5', etc., qu'on 
en tire soient trop considérables, et qu'il paraisse peu sûr 
de négliger leurs carrés et leurs produits, on remédiera 
h cet inconvénient en répétant la même opération (mais 
en prenant pour X» ^» valeurs corrigées de 

p,q, r, j,etc.). 

7. 

Faut (ju on n d t|u une seule inconnue |i , poui la déter- 
mination de laquelle on a trouvé que lesfouctions 

ûp H- il, a^p -h a"p -f- , 

prenaient rcspecli vemeul les valeurs 

et cela par des observations également exactes , la valeur la 
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plas probable de p est 



A = 



en posant 

/n = M — « , w' = M' — ai', /« =: M' — n" , . . . . 

Pour apprécier le degré de précision qu^on doit attri-» 

buer à celle valeur, supposons que la probabilité d'une 
erreur Af cominise dans les observations, soit exprimée 
par 



il en résultera que la probabilité que la vraie valeur de p 
soit A sera proportionnelle à la fonction 

dans laquelle on aura fait 

L'exposant de cette fonction peut être réduit à la lorole 

— A« -H a" H- H- . . . ) r;»» — 2/» A H- B), 

dans laquelle B désigne une quantité indépendante de : la 
fonction sera par suite proportionnelle à 

On voit que le degré de précision qu*il faut attribuer à la 
valeur de A est le même que si celte valeur avait été 
trouvée par une observalioii immédiate dont la précision 
serait & la pr^ision des observations primitives comme 

h v^if'-ha'»H- «"«-h., . est i A, 

ou comme 

V^«' -h <i^-i- o"''-^7 r. eslà I. 
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8. 

Avantde recherclier, dans le cas de plusieurs incoiinues , 
le degré de précision qu on doit attribuer à chacune d*eUes , 
il importe d'étudier plus attentivement la fonction 

que nous désignerons par W. 
I. Posons 

et 

il en résulte évidemment 

y=P5 



comme on a 



(/p dp ot dp 

on voit que la fonction Wsera indépendante de/?. Le coeffi- 
cient 

sera toujours évidemment uoe quantité positive, 
n. De même , posons ^ 

I dW 



2 dq 

et 



W' ï— — "W" 

W - - W , 



on aura 

2 <:/y OL dq % 

et 

Donc la fonction W est indépendante à la fois de p et 
de q. Ces circonstances n auraient plus lieu si Ton pouvait 
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avoir 

Mais il cstciaii cjue W su déduit de 

p»4.p'»^<»"«H , 

en remplaçant dans i', t^', t^"^ etc., la quantité p par sa va- 
leur tirée de réquation 

p' = o : 

donc sera la somme des coefficients de g* dans v'*, 
1^''% etc., après cette substitution. Mais ces coefficients sont 
tous des carrés et ne peuvent s'évanonir tous à ]a fois , si ce 
n'est dans le cas , que nous excluons de nos recherches, où 
les inconnues seraient iudélernuuees j doucjS' doit être po- 
sitive. 
10. Si Ton pose , enfin , 

a dr 

et 

7 

on aura 

a P 

et W"" sera indépendant àe p^ de q et de r. On prouvera 

comme plus liaui que le coefficient y" doit ( tre positif. On 
voit, en tiVet, facilement que y' est la somme dos coeffi- 
cients de r* dans t'*, u'*, y"*^ etc., après que les quantités // 
et ç ont été éliminées de y'\ etc., à l'aide des équa-' 
tions 

/>' = o, y' = o. 
IV. De la même manière en posant 

2 ds $ ' 
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on anra 



sera iadépendant de r ei et â'^ une quantité 
positive. 

V. S'il y a un plus grand nombre d'inconnoes, on conti- 
nuera de la même manière et Ton aura enfin 

^ ~ ^ 'p' ^ ' 7' î^^" • • ' 

expression où a, (3', y", etc.) désignent des (^uaatiieâ 
positives. 

VI. On a déjà vu qae la probabilité d'un système de va- 
leurs de Pj q^r^s^ etc., était proportionnelle à la fonction 
^— A* W. conséquent, la valeur de p restant indétermi*> 

née, la probabilîlé d'un certain système de valeurs de «y, 
r, etc., sera proporlionnelle à Tintcgrale 

qui est égale , diaprés le théorème de Laplace , à 

et cette probabilité sera proportionndle à la fonction 

De même, si Ton considère de plus q comme indéterminé) 
la probabilité d'un système de valeurs de r, etc., sera 
proportionnelle à 



c'est-à-dire à 
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et, par suite, proportionnelle à «T'^*^'. De même si r 
est aussi regardée comme incfëterminée, la probabilité 
d*uii système de valeurs déterminées de 5, etc., sera pro- 
portionnelle à et ainsi de suite. Supposons que 

le nombre des inconnues se réduise quatre; les conclu- 
sions seraient les mêmes dans le cas général. La valeur la 
plus probable de s sera 

et la probabilité qu'elle différera de ^ de la véritable va- 
leur sera proportionnelle à 

e-»*"'*; 

d'où nous concluons que \Jâ'" mesure la précision relative 
à cette détermination, en prenant pour unité la précision 
des obseivations primitives. 



9. 

Par la méthode du paragraphe précédent uu certain 
degré de précision a été assigné à la seule inconnue qui, 
dans le travail de Télimination, a été gardée la dernière. 

Pour éviter cet inconvénient, nous allons calculer d'^' d'une 
autre manière. 
Des équations 

*='' + f + 

S -^^r H--i>, 
o. 9 
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on tire, en les résf>lvaiu par rapport à p' , r/', / s\ 
y = P, 

(le sorte que A., A', ^l»'', ifc', xO)'', 8011I d(9l quantités 
(létcruiiiiL'C5. On aura donc (en restreignant i quatre le 
nombre des inconnues) 

d*où résulte la conséquence suivante : Les valeurs des in- 
connues py g y s y etc.» qne l'on doit tirer des équations 
PssOy Q=--o, R=!0, S = o, 

|oat évidemment exprimées par des fonistioDS linéaires de 
P, Q, R, S, etc., savoir-: 

p = \. -hA P-hB Q-i-C R-f-D SH-..., 

ç =sL' 4- A' P-hB' Q'+'C R + D' S-h..., 
r = L* 4- A'' P + Q -h R 4- D " S -h . . . , 
/ =5 L* 4- A'' P + B" Q + R H- S H- . . . , 



Cela posé« les valeurs les plus probables de ces incon» 
nues sont respectÎTement L, L', L^, etc. Les degrés de 
précision qui doivent être attribués à ces déterminations 

sont respectivement 

I I I I 

Ta' W"" 

en prenant pour unité la précision des observations pri- 
mitives \ car ce que nous avons dit plus haut de Tincon- 

nue s ^pour laquelle D'^ répond à ^ s'applique aux au- 
tres inconnues par une simple permutation. 
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Pour éclaîrdr par un exemple les recherclieft qui pré- 
cèdeut, supposons que par des observations pour les- 
quelles une ^ale précision doit être présumée, on ait 
troufé 

Zjj itj — 5 /' = 5 , 

mais que, par une observation à laij^ueUc une précision 
égale à ^ doit être attribuée, on ait trouvé 

A cette dernière nous substituerons la suivante , 

— -H 3f + 3r=::i4, 

que nous supposerons provenir d'une observation aussi 
précise que les premières. De là on tire 

P sa?/? -h 6ç — 88, 
Qas 6i9+i59-(- r— 70, 
Rs5ï 9 «f* 54^^107, 

et par Télimination 

19899/^ = 49*54 -4-809? — 324 Q -4-6R. 

7379= 2617— iaP+ 54Q— R. 
6633 rss 11707 H* iP— 9Q 4- ia3A. 

Les valeurs les plus probables des incounues seront donc 

2,470 7 = 3,55i, r= 1,916, 

avec des degrés de précision égaux respectivement à 

v/^=4.96. v/f = 3.69. y/f^=,.34. 

9 
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ii. 

Le sujet que nous avons traité jusqu^ici donnerait lieu 
à d'élégantes rechercbes, auxquelles nous ne nous arrête- 
rons pas, pour ne pas trop nous écarter de notre objet 

principal. Par la même raison, nous réservons pour une 
autre occasion l'exposition arlifires qui permettent ilc 
réduire le calcul à un algorithme plus expéditif. Qu'on 
nous permette seulement d'ajouter une seule obser>ation. 

Lorsque le nombre des fonctions ou des équations pro- 
posées est considérable, le calcul est surtout rendu pénible 
par cette circonstance, que les coefficients par lesquels on 
doit multiplier les équations primitives pour olucnir P, Q, 
R, S, etr., sont presque toujours des frai fiitns décimales 
compliquées. Si Ton ne croit pas imporlaut dans ce cas de 
calculer ces produits avec le plus grand soin à l'aide des 
Tables de logarithmes, il suffira le plus souvent de leur 
substituer des nombres plus simples qui en diâerent peu. 
n ne peut en résulter d^crreurs notables qu^autant que la 
précision des inconnues devient moindre que la précision 
des observations priiniiivcs. 

12. 

Au reste , le principe d'après lequel la somme des carrés 
des différences entre les quantités observées et les quan- 
tités calculées doit être un minimum, peut encore s'éta- 
blir sans recourir au calcul des probabilités , comme il suit. 

Lorsque le nombre des inconnues est égal au nombre 
des observations, on peut déterminer les premières de 
manière qu^elles satisfassent aux secondes. Mais lorsque 
le premier nombre est le plus petit des deux, on ne peut 
obtenir un accord absolu lorsque les observations ne sont' 
pas douées d'une précision absolue, il faut donc dans ce 
cas chercher à établir l'accord le plus satisfaisant, c'est-à- 
dire à faire en sorte que les différences soient atténuées 
le plus possible. Mais cette idée a par elle-même quelque 
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duMe de vague. Ën*effet, quoiqu'un système de valeui's des 
inconnues doive être sans aucun doute préféré à un autre 
système où toutes ces différences seraient respectivement 

plus grandes, le choix entre deux systèmes dans 1 un des- 
quels l accoi'd serait plus saiibiaisauL pour queltpu^s-unes 
des observations, mais moins saùsfaisaui pour d'autres, est 
en quelque sorte arbitraire, et Ton peut évidemment pro- 
poser plusieurs principes par lesquels la première condi- 
tion soit remplie. £n désignant par A , A^, etc. , les 
différences entre le calcul et les observations , on satisfera k 
cette condition, non-seulement ,sî A' H- A'*-f- A"* -\- . . 
devient un minimum (ce qui est notre principe), mais en- 
core si A*-hA'*4-A/'*-H..., ou A«-|- A«-4- A"*-+.. . ., 
ou généralement une somme de puissances paires, devient 
un minimum. Mais de tous ces principes le nôtre est le plus 
simple, tous les autres nous entraînant dans des calculs 
extrêmement compliqués. Âu reste, ce principe, dont nous 
avons fait usage dès l'année 179», a été donné dernière- 
ment par Legcndrc dans ses Noux^eîles nitikodes pour la 
détermination des orbites des comètes ^ Paris, 1806; on 
trouvera dans cet ouvrage plusieurs conséquences que le 
désir d'abréger nous a fait omettre. 

Si Texposant de la puissance paire dont nous venons de 
parler était infini, nous serions ramené au système dans 
lequel les plus grandes erreurs sont moindres que dans tout 
autre système. 

La[)laee se sert, pour la résolution d é(|uatioMs linéaires 
en nombre plus ^^rand que les inconnues, d'un autre prin- 
cipe, proposé d'abord par Boscovich, savoir, que la somme 
des valeurs absolues des différences devienne minimum. On 
peut facilement démontrer que le système des valeurs des 
inconnues trouvé par ce seul principe doit néeessaire- 
raent [*) satisfaire à autant d'équations, prises parmi les 



( *) Excepté qnelqaM m BpéjBMux où il y s indétonnioation* 
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proposées» qWU y a d'incoimiies, de -sorte que les autres 
équations ne sont employées que pour décider le choix que 
l'on doit faire. 

Si , par exemple, l'équation V = M est du nombre de 
celles qui ne sont pas satisfaites , le système des valeurs 
trouvées par le principe en question ne serait pas altéré si 
au lieu de M on avait observé urje antre valeur iN telle, que, 
H étant la valeur calculée, les diUereuces M — n et !N — n 
fussent de même sis^ie. Au reste, Laplace tempère en 
quelque sorte ce principe en y ajoutant cette nouvelle con- 
dition, que la somme des différences, prise avec leurs 
signes, soit nulle. Il en résulte que le nombre des équations 
satisfaites est moindre d'une unité que le nombre des in- 
connues : mais 1 observation quenou> venons du iaire sub- 
siste encore lorsqu'il n'y a que deux inconnues. 

NOTE II. 

APPLICATION DE LA MÉTHODE DES MOINDRES CARBÉS A LA 
COUIŒCTION DES ÉLÉMENTS DE LA PLANÈTE PALLAS. 



i. 

M. Gauss a donné, dans le tome I des Mémoirtts de 
Gottingue, l'application de sa méthode à la correction des 
éléments de la planète Pallas. LUUustre géomètre ayant 
développé sur cet exemple Falgoritbme indiqué plus briè- 
vement dans son grand ouvrage Theoria Motus Corpomm 
cœlesl l'uni [ voirla ÎSote précédente) , nous avons cru devoir 
traduire i( i celle portion de son Mémoire. I.a première 
partie exigeant la coiinaissance approfondie de la théorie 
du mouvement des planètes , nous nous dispenserons de la 
reproduire , et nous prendrons pour point de départ les 
douze équations auxquelles les corrections des six éléments 
de Torbitc doivent satisfaire. 
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ILu (iési^u&ui ces corrections par 

âL, d7, rfit, àf, dg, di, 

les équations obtenues par M. Gauss sont les suivantes : 

o s= — I ^ o ,79363 d£ 4- 143 ,66 d7 + o ,39(93 d« 

-4-o,959aod^ —o,i«856dû -h 0,17387 di; 
o=~ G^,8i --e,oa658djL-h46,7i d7 -4*0,02658 dfr 

— o,ao858<]? -ho,i5()46dQ H- 1 ,25782(1/; 
o = — o",o6 4-0,58880 (l /. -h 358, 1 2 a? 4- o , 26208 a 7T 

— o,85?34 ay -ho, i49i2(l Q -h o, i7975di; 

0 = ^ 3V9 + OïOi3i8dLH-28,39d7 — o,oi3i8d7r 

o ,07861 df -H 0,91704 d ^ -h o,54365di; 

o = — o*,02 -h i,73436d£+t84G,i7d7 — o,546o3d9r 
— >a,o5662d<p — o, i8833d Q — o, i7445d/; 

o = — 8",g8 — nr. l'y.GoG dL — 227 ,42 d7 4- o> 12606 d tt 

— o,38y39df 4-o,i7i76dQ — i ,3544i d/; 
o=— a",3i -H 0,99584 dZ 4- 1679,03 d7 4- 0,06456 dTT 

4-1, 99545 df — o, 06040 dQ — o,3375od/} 

0=4- 2",47~o*<'^^d^''67,a2d74-o,o8o89dir 

— 0,09970 drp — 0,46359a Q 4- 1 ,22803 df ; 

0=4- o",oi 4-o,653i i dZ,-h 1329, o9a7 4-o,38994d7r 

— o ,08439 dip — o ,o43o5 d ^ 4- o ,3426bdf j 

o = 4< 38",i2 — o,oo2i8az 4- 38,47 + o,oo2i8d7r 

— o,t87iodf 4-0,47301 dQ — 1 ,14371 di; 

o=— 3i7'',734-o,69957dJt4- 1719,32 d7 4- 0,12913 dv 
— 1,38787 dr4-o,i7i3od{2 ^o,o836odt; 

0=4- I i7",g7 — o,oi3i5d/. — 43i84d7 4-o,oi3i5dir 

4- 0,02929 do» 4- I ,o2j38d ^ — 0,27187 di. 

Du pics la nature des observations qui ont fourni la 
dixième de ces équations, elle inspire trop peu di' eoniiance 
pour qu'on juge utile de la iaire intervenir, et c'est d'après 
les onze autres seulement cpie Ton déterminera les six in- 
connues. 
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Les explicatiuiis suivantes sout littéralement traduitesdu 
Mémoire de M. Gauss. 

% 

Dans Pimpossibilité où nous sommes de satisfaire exac* 
tement aux onze équations proposées , c*est*A-dire d'an- 
nuler tous les seconds membres , nous chercherons à rendre 

la somme de leurs carrés aussi petite que possible. 

On aperçoit facilement que si Ton considère les fonc- 
tions linéaires 

«' 4- fl'// + + r -h <i' j H- . . . =5 



les équations quHl faut résoudre pour rendre 

un minimum, sont 

aw a' w' -\- a" w'' 4- . . , = o , 
bw H- b'w'-^- .,=so, 
av -t-«'fl/-hc*«»''H-,.. = o, 



on, en posant, pour abréger, 

an H- -I- -h ...= (««) , 



h^j^yt ^1^7 ^ — (bb), 

bc^b'c'^b'U"-^ = 



(f, r, s, etc., devront se déterminer par les équations suî- 



Tacites : 
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{an) ~h (aa]p -\- {ab)(j -h ( «c ) r -f- . . . = o , 
(bn) {ab)p (bb)q + (éc)r-f-... = o, 
(en) -h (ac) p (bc.) q -h (ce) r-4-. , «=0, 



L*éUminatioi], très^pénible lorsque le pombre des incon- 
nues est considérable, peut se simplifier notablemeni de la 
manière suivante. Outre les coefficients (an), (aa), etc.^ 

[dont le nombre est ^ (i * + 3 / ) , si le nombre des incon- 
nues est i] , supposons que l*on ait calculé la somme 

«> + «'« 4- -I- . . . = (^,1 ) j 

on voit facilement que Ton a 

Û = ) 2 ( û« ) 4- 2 ( é« ) ry -h 2 (cn) r . . . 
[aa)p^ -j- 2 (ab)pq 4- 2 (ac) pr -i-, , , 

(bb) g^-^ 2(bc)qr-k- ^(bil)qs -h* * * 
H-(«tf)r'+ 2(ed) rf -H. . •; 

et, en désignant 

(nn)-^ (aa)p'j-{ab)q-{', , . 

A' 

par A, tous les termes de contiennent le facteur 

se trouvent dans l'expression H, et, par suite, 

A' 

ii — 



(««) 

est une louction indépendante de p. C'est pourquoi, en 
posant 

, , , (an) (hn) , , : 
(<in) (cji) , 



( ) 



on aura 



A* 

il — z — r = i) H- 2(^/1, 1)7 -H a(c«,i)r-+- 2(r/«, i) ^ . . 

+ (ce, i)r*H- a{crf, i)rr 
+ 

jiàuus désignerons cette fonction par ii.. 
De même, eu posaut 

la diiléreuce 

sera indépendante de nous la représenterons par 

En posant, de même, 

[tel 

et 

(c// , 2} H- (ce, 2) r H- (cdf 2) j -h. . . =r C, 



la différence 



sera nne fonction indépendante de r. 
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En continuant ainsi , nous formerons une suite d'expres- 
sions ft, A', A", etc., dont la dernière sera indépendante 
des diverses inconnues, el représentée par (iti»,^), sip 
désigne le nombre de ces inconnues; noms annms alors 

A' B' O B- , / \ 

(aa) (bb,i) {ce, a) (dd,^) 

On prouvera facilement que A étant une somme de carrés 

et ne pouvant devenir négadve, les diviseurs (oa), (55, i), 

(ce, 5>), etc., sont tous positifs, (rsous supprimons, pour 
abréger, le détail de la démonstration. ) D'après cela , lu va- 
leur minimum de û correspond évidemment aux valeurs 
des inconnues, pour lesquelles 

A = o, B = o, G = o,..., 

et, en commençant à résoudre le système par la dernière 
équation , qui ne contient qu'une inconnue, on trouvera 
les valeurs de p, 7, r, s y etc., sans avoir aucune élimination 

à effectuer. La méthode donne, en même temps, la valeur 
miuiukum de ^2, qui est (/zn , fi). 

3. 

Appliquons ces principes à notre exemple, dans lequel 

r/, / . s, etc., sont remplacés par dZ/, dî , dTi , dç , d Q , dl, 
J ai uouvé, par des calculs exécutés avec soin : 

{ac) = — 0,0934^, 
[ad) =--2,28516, 
{ae) ==-.0,34664, 

(4^) — 0,18194, 
(bb) =:+ 10834:^25, 

[l)c] = — 49»<>6» 

(bd) =—.3229,77, 

{be) =-198,64, 
[bf) = — 143, o5. 



{nn) 




148846, 


(an) 




— 371,09, 


{bn) 




— 58oio4y 


{en) 




— 1 i3,4^9 


{dn) 




268) 53 , 


(ef?) 




-4- 94,26, 






— 3 1 , 8 1 , 


(aa) 




H- 5,91569, 


{ab) 




+ 7.^03,91 
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{ce) 


= + 0,71917 


{ai) 


= -r 1 yloooA, 


{ee) 


= -f- 0,00400, 

= + 0,2034' > 


w) 






(ife) 


sa — 0,37137, 




= 0,11762, 


(ce) 


= H- 3,28215, 




= — o,36i36, 


{//) 


= -4- 5,6240b. 


D'où l'on déduit : 


{nn,i) 


= H- 125569, 




s— 138534, 




= —119,31, 




= — 125,18, 




= + 72,52, 


{/*,!) 


= ^43,22, 




= -1- 2458225, 


(bc,i) 


= H-62, i3, 


(M,i) 


= — 5io,58, 


(be,x) 


= -h 2i3,84, 


(*/,•) 


= + 73,4^> 


(«.>) 


= + 0,71769, 


(crf.i) 


= 1 ,09773, 


("■.') 


— — 0 ,or)<S;j'.>, , 


(^/■.■) 


= 4- 0 , 26054 y 




-f- 11,1 !'064 , 


(*. ') 


= — o,5o5 18, 




= — 0,18790, 




= -H 2,26185, 


(<•/,■) 


r=: — 0,37,202, 




= + 5,61905. 


De la même manière : 


(««,2) 


= + U7763, 


{en y i) 


= — I i5,8i , 


->.) 


= — 153,95, 


{en ^2) 


= -+-84,57, 
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(«?,2; 




+ 0,71612, 


(a», 2j 




H- i,iloo3, 


(«,2) 




— 0,00492 1 






-h 0,29dOO, 


{flfl n\ 




T- 11,01 Z|.O0 




r— 


— o,46u88, 


{df, 





— 0, 17265, 







•+■ 2,24325, 


{-/.^■) 





— 0,37841, 


(//. 2) 


= 


4-5,61686. 








(/?/î, 3) 







3) 


■ — 


-h 25,06, 




— 


-h 74i23, 


















— «,36175, 




■ 


— 0, 57884, 


(ee, 3) 




-f- 2 ,93754, 


(^/,3) 


= 


— 0,35^32, 


(//,3) 


= 


H- 5, 5234a- 


De même : 


1 




l nn A 1 










H- 75,2.3, 


(>,4) 


= 


+ 4»33, 


(^^,4) 


•y— 


-f. 2,22346, 


('•Z, 4) 


= 


— 0,37766, 


{//A) 




+ 5,48798. 


D'où: 






{/in, 5) 




-1-96418, 






-h î7 , 1 1 , 


(/A 5) 




5,42383. 


D*où enfin 


m 
m 




(»«,6) 




H- 96364* 
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Nous avons donc les six équations suivantes : 

os=4- 1 7", Il H- 5,4^383 d/, 

0 = + 75",23-4-a,22346dQ— o,39766di, 

o = H- 25*,66-4-9,?92i3df — o,36i75dfl — o,57384d/, 

o ~ — 1 15' ,81 -f- o ,7 161 (Itt +i,iio63df — 0,06392 d^ 
4-o,?.5868d/, 

o = — 13854" -H24587?5d7 ( > , 1 3 d — o,5io58dy 

H-2i3,84da -^73,45di, 
o 37i^09+5,9i569dX + 7203,91 d7 — o,oo344d)r 

2.2o5i6dy — o,34664dQ— o,i8i94di; 

d'où Ton déduit : 

dt =- 3",i5; 

dft = - 34%37; 

df =— 4",29i 
d ir s 4- i66",44 » 
d7 =-h o>54335; 

dX=:-. 3>6. 

Telles sont les corrections qu'il faut apporter aux élé- 
ments trouvés d*abord pour la planète. 



NOTE m. 

MÉMOffiE SUR LA DKTER>nNATION DE LA PRÏXISION 

DES OBSERVATIONS, 

m 

PAR M. GAU8S. 

(Extrait du Zeiuchrijf Jîir Àsfronomie und Yerwmdte WUtemdMi/ien f 

t<Nne I, pagêiSS.) 

Pour établir les principes de la méthode des moindres 

carrés, nous avons admis que la probabilité (i'une erreur 
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d'observatioii À soit eicprimëe par la formule 

où tr représente la demi-circonférenoe, e la base des loga- 
rithmes hyperboliques, cl h une constante que Ton peut con- 
sidérer [^T/icoria Motus Corpornm cœlestitim , an. lyS (*)] 
comme la mesure de rcxaciiiude des observations. Il n'est 
pas nécessaire de connaître la valeur àe h pour déterminer, 
à l'aide de la méthode des moindres carrés, les valeurs les 
plus probables des quantités dont les observations dépen- 
dent , le rapport de Texactitude des résultats à Fezactltude 
des observations est également indépendant de h. 

Toutefois, comme la connaissance de la quantité h est 
irès-intéressante et instructive, je vais montrer comment 
les observations peuvent servir à la déterminer. 

2- 

Commençons par quelques remarques qui édaircirout 
la question, et représentons par & (t) Tintégrale définie 



î 



Quelques valeurs particulières de cette fonction donneront 
une idée de sa marche : 





0,476 9363 




8* = 


0,5 




0,595 1 161 


— PX 1,^47 790 




0,6 




0,732 8691 


= pX f, 536 618 








0,9061989 


5=pX i»900o32 




0,8 




I 


= pX 2,096716 


er = 


0,8427 




1 ,1630872 


= PX1»,34B664 


e/s 


0.9 




t ,821 3864 


=spx 3,818930 


e/ = 






2,327 6754 


= px4,88o475 


er= 


0,999 


r = 


2,7$! 0654 


= PX5,768 204 


er = 


o»9999 




00 


S=QD 


e/ = 


I 



(*) y«oret ptiis^ 1 19 de ce volame. J. B. 
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La probabilité qae l'errear d'une obaenration soit com- 
prise dans les Kmhes H- A et — A; ou, abstraction faite 
(les ligues, qu elle ne surpasse puâ A, sera é^al^ à 

elle sera le double de l'intëgrale en q[uestiou, lorsque celle* 
ci est prise depuis x = o jusqu^à x = A, et, par consé- 
quent , elle sera égale à 8 ( A A) . 

Ainsi la probabilité que Terreur ne soit pas moindre que 

I est égale à ^9 ou égale à la probabilité du cas contraixe. 

J'appellerai donc celte quantité ^ l'erreur probable, et je 

la désignerai par r. 

Au contraire, la probabilité que l'erreur excède 

/'X 2, 4^^8 664 n'est que de -pj ; la probabilité <[uc l'erreur 
surpasse r X 3)8ib ^^90 n'est que de ^ j et ainsi de suite. 

3. 

Supposons maintenant que les erreurs de m observations 

réellement faites soient a, j3, 7, etc., et cherchons quelles 
roiKs* <|uences on en peut tirer relativement aux valeurs 
de h et r. 

En faisant deux hypothèses sur la valeur exacte de h, et 
la supposant égale à H ou égale à H', les probabilités qu'elles 
soient entachées des erreurs a, ^ , y, etc., seront, pour les 
deux cas, dans le rapport de 

1 

c'efit«-à<*dire comme 

Il est évident que les probabilités que H ou soient les 



Digitized by Google 



( 144 ) 

véritables valeurs *le h. soiii dans le même rapport [7%eo- 
ria Motus Corpoi um cœ/cstiu/n , art. 176 ^*)]; par consé- 
quent la probabilité d'une valeur quelconque de h est pro- 
poitioimelle à 

et la râleur de h la plus probable est celle pour laquelle 
celte fonction devient un maxiiiiuui. Mais on trouve par 
les r^les connues que h est alors égal à 



m 



donc la Yaleur de r la plus probable sera alors 



on 



0,674 4897 X y/^ («' -H 7'+. . 

Ce résultai est général , que m soit grand ou petit. 

A. 

il est facile de comprendre que les valeurs trouvées 
pour h et pour r sont d'autant moins certaines que le nom- 
bre m est plus petit. 

Développons maintenant le degré d^exactiliide que Ton 

doit attribuer aux valeurs de A et de r lorsque m est un 

noDiln r < ritisidérable. 

Désignons par H la valeur de h la plus probable que nous 
avons trouvée, 



m 



a(«'-l-p•-^7'-•-•••)' 

et reniai quûiis que la probabilité que H soit la véritable 
valeur de À, est à la probabilité que (U + ^) soit cette véri- 



(^) Kor«* paffe 116 de ce voliiBie. J. B. 
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table valeur daus le rapport de . 



ou comme 



Le second terme ne sera sensible par rapport au premier 

que si ^ est une petite fraction, et, dans ce cas, nous pour- 
rons remplacer le rapport indiqué par 



1 : c 



a* • 



Ce qui veut dire : La probabiillc que la valuiii- véritable 
de ^ soit comprise entre (H 4- A) et (H -f- À -f-r^X) est ap- 
proximativement égale à 



5» 

a* 



où K est une constante telle, que l'intégrale 



fil 



prise entre les limites admissibles de X, devienne égale 
à Tunité. 

Comme dans le cas actuel , à cause de la grande yaleur 

de m , e devient excessivement petit lorsque — cesse 

d^être une petite fraction , il sera permis de prendre Tin* 
tégrale depuis — oo jusqu'à + oo , et Ton obtient 



Par conséqueut, la probabilité que la véritable valeur de h 
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soit comprise entre (H — X) el (H -h >), sera égale k 

et sera égale à ^ lorsque ^ /rôï= p. 

Il y a donc un contre un à parier que la véritable valeur 
de h soit entre 

OU que la véritable valeur de r soit entre 



R R 
et ï 




OÙ R désigne la valeur la plus prd>able de /- trouvée dans 
Farticle précédent* Ces limites peuvent s^appeler les limites 
probables des véritables valeurs de h et de r. Il est évi- 
dent que nous pourrons admettre ici pour limites probables 

de r : 

8. 

Dans la discussion précédente, nous avon^ considéré a, 
P, y, etc., comme des quantités définies et données, afin d'é- 
valuer la probabilité que la véritable valeur de A ou de r 
soit comprise entre eeruines limites. 

On peut envisager la question sous un antre point de 
vue, en admettant que les erreurs des observations soient 
soumisesià une loi déterminée de probabilité; on peut aloi s 
évaluer la probabilité pour que la somme des carrés de m 
erreurs d'observations tombe entre certaines limites. La- 
place a. déjà résolu ce problème dans le cas où m est un 
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nombre très-gi aud, ainsi que le problème de détcruimer 
la probabilité que la somme de m erreurs d^observations 
tombe entre certaines limites. 

U est facile de généraliser cette rechercbe ^ je me bor^ 
nerai a indiquer ici le résultat. 

Désignons par 9 (.r) la piobabiliic ci une erreur li obser" 
valiou X , de manière que 



r 



00 



Désignons encore par K. la valeur de l'int^aie 



X 



— «0 



Soit ensuite 

OÙ a , {3 , 7, etc., représentent m erreurs quelconque^d'ob- 
servation \ les termes de cette somme seront tous pris posi- 
tivement) même si n est impair. 

171 K„ sera alors la valeur la plus probable de S„, et la 

probabilité que la véritable valeur de S„ tombe entre les 
limiles (mK„ — X) et (f7ïK„-+-X) sera égale à 

X 

par conséquent, les limites probables de S„ seront 

et 

Ce résultat s^applique , d*un« manière générale, à toute 
loi des erreurs d'observation. En l'appliquant au cas parti- 
culier où 

Vît 

10. 



Diyitized by Google 



( «48 ) 

nous trouverons 



OÙ le signe caractéristique H «t pri* dans la signification 
des Disquisitiones generahtf cirea seriem infinitam (*) 
(Comm, nov. Soc, Goiting,, tome IH; M. 5, arl. a8.) 
Ainsi 



K 5=1, 








1.3 


_ i.a . 


1.3.5 


Î.9..3 







par conséquent la valeur la j^us probable de S« sera 

A" 

et les limites les plus probables de la véritable valeur de S. 

seront 



et 



J ■ ' 



(* ) D après U noUtion adoptée par aa grana nombre de géomètres, on 

n(«)=^r + 
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DùnCy KL nous posons comme d-dessus 



où r représente Terreur probable d'observation, la valeur 
la plus probable de 

V ..(^) 

sera évidemment r ; et les limites probables de la valeur de 

cette tjuaiitité set ont 

Il y a donc aussi un contre un à parier que r soit compris 
entre les limiujs 



et 

P 



Pour n ^ a , ces limites seront 



et 
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ce qui s'accorde pariai lemeni avec celles que nous avons 
trouvées art. 4. 
£n général on aura, si n est pair, les limites 

^^^^'V^llf. 1.3.5.7! .(«-!) 

^1 n\ ml 1.3.5. ..(« — i) J) 

et 



r " / S, 

l «V wL 1 .3.5. . • (ji — 1) jj 

el si n est impair, les limites suivantes : 



et 



,t I S«. v/t t 

y «1.1.2.3 



6. 

J'ajoute ici encore les valeurs numériques pour les cas les 
plus simples ; 



( '5. ) 

Limites probables de r. 



I. o, 3473 X- 



S, 



II. 0,6744897 X Y 

m. 0,577 '897 X y^l • 

IV. o,5i2 5oi7X y/^. 

, V. 0,465 5532 X . 

VL 0,4-94972 X y/^. 



o , 5oo 584 1 
7=^ 

_ 0,476 9363 \ 
o,55o 7 



i86\ 



o,635 5o8o\ 



On voiteiuore, par celle coirumraison , que la deuxième 
manière de détenniner /* e^t la plus avantageiue ; car cent 
erreurs d'oUservation, traitées d'après cette formule, don« 
uent un résultat aussi sùr que 

114 erreurs d'après ia iormuk I; 
109 M » % « III; 



i33 
178 

25l 



1» 
» 



II 



V 

I» 
» 



» 



IV î 

V; 

VI. 



Cepeudaiit la iormulc 1 ptéseulc Tavaulage de se prêter le 
mieux au calcul numérique*, et comme son degré d'exacti- 
tude est peu inférieur à celui de la formule II , on peut tou- 
jours s'en servir, k moins que l'on ne connaisse déjà la 
somme des carrés des erreurs ou qu*on désire la connaitre. 

7. 

Le procédé suivant est encore plus commode, mais beau- 
coup moins exact. 
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Ordonnons par ordre de grandeur les valeurs absolues 
des m erreurs d'observation) et désignons par M le terme 
du milieu si leur nombre est impair, ou la moyenne aritb» 
mëtiqne entre les deux termes du milieu si leur nombre 

est pair. 

On peut tleriioutrer (rcrjur nous ne ferons pas ici) que, 
pour un grand nombre d'observaiions, la valeur la plus 
probable de M est r, et que les limites probal>les de M 
sont 



et 




ou que les limites probables de la valeur de r sont 



M 



ou, en uoiirbrcs, 



M ^1 



•s/m y 



Ce procédé n'est, par conséquent, pas beaucoup moins 
exact que rapplicatiou de la formule YI, et il faudrait 

mettre en compic 249 erreurs cl observation pour obteuir 
un résultat aussi crriain qu'eu appliquant la formule II à 
cent erreurs d'observation. 

8. 

1/appliralion (ïe res méthodes aux erreurs commises dans 
48 c^sot^vatious des ascensions droites de l'étoile Polaire, 
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par Bessd (^), a donné 

Si = 1 10^^,600 y 
S, = a5o'',34iii8. 

De là on a déduit les valeurs }es plus probables de r : 

D'après la formule I. i '',o65 , Erreur probable = + o",o68^ 
» H, i^»094» » =dfco",07o, 

» m. i%ooiy » =±:o*,o72, 

et d après rardcle 7. i ",o45 , » = ih o u3 : 

concordance de r^oltats qu'on pouvait à peine espérer. 
Besselàxmae 1^^,067 et semble, par consécpienty avoir cal- 
culé d'après la formule I. 

NOTE IV. 

APPUCAim DU CALCUL DES PROBABÏIJTfiS A UN PBOELËME 

DE GÉOMÉTRIE PRATigUE. 

(hxtruii d wue Lettre de M. Gauas à M. Sciiimacbu.^ Asiroitomittbe 
Natkrlekten, tome 1 > page 80. } 



D après voire tlcsir, je vous m voie les règles relatives à 
l'emploi de la mélhode des luoindres carrés dans la solution 
du problème suivant : 

Déterminer la posàton dun point djiptès les angles 
horizontaux observés de ce point entre d'autres points 
exactement connus. 

Celle (]uesliori , li ès-élémcnlairi', ne peiil enihai rasser 
ceux qui ont bien saisi Fesprit de la inciliode des uioiiidn's 
carrés. Je développerai néanmoins les formules auxquelles 



(* ) BovE , ÂmmtUre tutrmomi^ve pour 1818, |hic* 334^ 



Digitized by Google 



( i54 ) 

elle conduit, eo faveur des personnes qui auraient à traiter 
la question pratique sans avoir été à même d^étndier cette 
théorie. 

Soient A et ^ les coordonnées de Fuu des points donnés j 
nous supposerons (\ur 1 On compte les .r positifs du nord 
au sud et les y positifs de 1 ouest à l'est; soient x et y les 
coordonnées approchées du point inconnu et dxy dy les 
corrections encore inconnues qu'il faut leur attrihuer. Dé- 
terminons deux quantités f et r par les formules 

b — y a — X b — » 

laDgf = r= — — 

^ a — X cosf wuf 

étant pris dans un tel quadrant , que la valeur de r soît 
positive. 

Posons de plu6 

a= , b= • 

L'azimut <1u premier point est alors, pour un observateur 
placé au second (en prenant o pour azimut d'une parallèle à 
Taxe des x), 

les deux derniers termes étant exprimés en secondes. 

Soient 5', a', |S' les i[uaiitités analoi^ues à a, |3 et re- 
latives au deuxième des points donnés, ^ , a'^, celles qui 
se rapportent au troisième, et ainsi de suite. Supposons 
que, pour les mesures angulaires prises au point dont la 
position est inconnue, on ait fait usage d'un théodolite sans 
répétition, dont» on dirige successivement la lunette vers 
les points connus, sans cliaiii^er la place de 1 instrument 
lul-iuùnn'. Si /i^soutles azimuts observés, on aurait, 

en supposant les observations rigoureusement exactes, et 
f/wT, dy exactement connus, 

J y — A H- «</x + fif// c= f — // + <^dx -f- P'*(r 
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Si donc on écrit que trois de ces différences ont la même 
valeur, on trouvera des valeurs approchées pour dx eidy^ 
si Ton n'a observé que trois points ^ il n'y a rien de plus à 
faire; mais si le nombre des points considérés est plus 
grand, les erreurs s( i oiu le mieux compensées, en pr enant 
la moycniif do ces diverses expichsions (i), égalant à zéro 
la difiérence entre chacune d'elles et cette moyenne, et 
appliquant à ces équations la méthode des moindres carrés. 

Si toutes les mesures sont indépendantes les unes des 
autres , cbacime d'eUes fournit une équation entre dx et 
et il faut combiner ces équations par la méthode des moîn- 
dres carrés, en ayant égard, si Ton veut, à Tinégale préci- 
sion des observations. 

Soient, par exemple, i Tangle compris entre le premier et 
le deuxième point, i' Tangle compris entre le second et le 
troisième, et ainsi de suite, en comptant toujours de gauche 
à droite; on aura les équations 

y _ ^ -i- ajdx H- (p' — p)*(r = G, 
f"- f - f'-h (a*- a')dx H- (P"- p') rfr = O. 

Si les diverses mesures ont le même poids, on déduira de 
ces équations deux équations normales, en les ajoutant ^ 
après avoir successivement multiplié chacune d'elles par le 
coefficient de rfx ou par celui de ffy. 

Si , au contraire, les mesures des angles sont d'une exac" 
titttde inégale, et, par exemple, la première soit fondée 
sur et la seconde sur ^jl' répétitions , il lauL ^uc , Inns Iv.s 
(\r\iK ( et avant leur addition, les équations soient ein ore 
multipliées par ^, etc. \ on trouve ensuite //jc, dy^etc.^ 
par Télimination entre les deux équations normales ainsi 
trouvées. 

(Les préceptes qui précèdent sont seulement destinés aux 
personnes auxquelles la méthode des moindres carrés est 

encore iiu ouime et pour lesquelles il sera peut-être bonde 
rappeler que, dans les multiplications, les signes de a' — 
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— j9) etc., doivent être riçoareiuemeDt conservés. Enfin, 
je remarque encore qae Ton a seulement en vne de com-' 
penser les erreurs commises sur les angles , les coordonnas 

des points donnés étant supposées exactes. ) 

Appliquons les indications quî précèdent au\ obseiva- 
tions que nous avons faites eu commun sur le Holkeusbas- 
tion, à Copenhague. Je dois prévenir que les résultats ne 
peuvent être ici d'une exactitude rigoureuse* Les points ob^ 
serves étant très-rapprochés de la station , une inesactitnde 
de quelques dixièmes de pied sur leur position peut exercer 
une influence beaucoup plus grande que les erreurs habi- 
tuellement M crain([n' sur- les angles mesurés. On ne s'éton- 
nera donc pas que la meilleure compensation des angles 
laisse subsister de& différences beaucoup plus grandes que 
celles que l'on peut admettre comme possibles dans les<^ 
servations de même nature. Celte application doit être prise 
comme un exemple de la marcbe k suivre dans d^autres cas. 

Angles mesurés du Holkeusba^ottm 

Prie Jrichsberg — Pelri 73» 55' aa* , 8 ; 

Pétri — Erlosersibann 104 . 67 . 33'%o ; 

Erldserstbnnn — Friedricbsberg . 1 8 i • 27 . 5"' ,0 ; 

Friedrichsberg — Fraueuthorm . . 80.37. 10", 8; 

Fr.UKMUhuriiï — Fricilrichstluuiu. 101 . i i .5o",8; 

Fne Jrichstburni — Friedrichsberg. 1^8.11. i^jS. 

Coonionitres des divers points en pieds de Paris, rongine étattt 
k t'Ùbsereaioire de Copenhague, 

I^elri 4 87 » 7 -H 1 007 , 7 ; 

Frauenthurm 710,0 -h 684,^; 

Frifdi j( iisberg .... i^^o ,6-4-8335 ,0; 

Erlosei-sthurm 2.c^OyO — 3536, oj 

Friedricliubunn . . . 3o59, 3 — 223 1 • 2 . 

lies coordonnées approchées du Bastion sont 

j=^-^ 444 >33, 
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al nous trouvons ainsi les azimuls : 

Pétri iSG"* 3o' , 56 + iQi 92 <lc + S3 , o4 

Fruenthorm 173. 33. 5o'', 54+ to^^odx -^^^^Sdf} 

Friedriclisberg 9a.56*29''»46 + 26,07db?+ i,344r» 

Erlosersthurai 371 .a9.35'%36 — 5i t^^dx — i »35<(r$ 

Friedriclisthurm... a74.45.4i'',48— 76,56££i;— B^dSdy. 

L'angle sous lequel ou voit la disiauce de Pétri à Ir'riedrichs- ' 
berg est, par suite, 

73° 34' 3", 1 o — 6, i5 cir -4- 81 .70 rfr ; 
en Tj^alant à l'angle observéj on a 

— 79", 70 — 6, i5<£r H- 8i,70flf/ = o. 

On obtient, de la même manière, les équations sui- 
vantes : 

69^82 — 71,71 r&r^ 84,39<f/=o, 
9" ,08 4- 77,86rf*H- a,694r^o, 
o*,a8— 15,27 «ilff 4- 94f44<(r=Of 
o'^,o4 — 87,36d!r — ioa,i6<i0^=3O, 
— 3'',4^ '^■o^i^^^'^^'f- 7,721/^ = 0. 

En supposant les observations également précises, on déduit 
de là les équations normales 

2964or/.r 4- i4o33r// = 4i68% 
t^o33dx 4- 33219 «(^= 12383", 

et, par suite, 

dxss — o,o5, <//'=5 0,4o; 

les coordonnées du Bastion sont donc 

« 

2836 , 39 , 
444,73. 

Les différences entre les valeurs obscrsées dos angles et 
celles que Ton calculerait d'après ces résultats sont trop 
grandes pour qu'on puisse les attribuer aux erreurs d'ob- 
servation ; elles tiennent , comme nous T avons dit, à un dé- 
Êiut de précision dans la détermination des points connus. 
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Les coordôunéfN x et y. adopu-cs t*omme premières ap- 
proxÎBiatîoDS . OBiété déduiu-s directement du cjaatriàne 
et àn. ciiMpiième angle. Quoique U méthode directe doive 
être considérée comme un sujet pre«{ne épuisé, j^indiqucrai 
néanmoins , ponr compléter, la mélliode que j'ai lliabiliide 
d'emplovt r cd pareil cas. 

Soient a et b les coorflonnées du premier point connu; 
celles du second seront de U forme 

a4-EcotE, &-|-asinE, 

et celles du troisième, 

tf + E'oos£', R' sinE'. 

Soient 

<j -h p cos 6 5 ^ p sin « 

les eoordomiées cfaerchi-es du point d'où Ton observe ; soient 
M l'angle observé (toujours de la gauche k la dnnte) entre 

le premier et le deuxième point, et M' l'angle observé entre 
le pieiiiier et le troisième (en supposant quou en ait, s'il y 
a lieu, retranché i8o degrés) j soient 

F! _ _ 
sinM""' «iBM • 
E— M = N, E'->M' = K': 

on a les deus équations 

P = iisîn(t — N), 
p=ii'sin(t — N'): 

qui , écrites de la manière suivante, 

sin ^6 — Pi) 

se résoudront par la méthode exposée (TTteofia Miotms 

Corporum cœlestium, page Sa). 

• L une des solulions exposées en cet endroit coudai l à la 
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règle suivante. Soit w' plus grand , on .ai moins pas plus 
petit que n , ce (jui est évidemincnt permis, puisqu'on peut 
choisir le second point arbitrairement^ posons 



tang(45»— 0 



on aura 



e étant connu, Tune des équations , ou même encore toutes 
deuX) fourniront la valeur de /». 

Dans notre exemple, si nous considérons Frauen* 
thnrin comme le premier point, Friedridisbei^ comme le 

deuxième et 1 1 iedrielislhurm comme le troisième, nous 
aurons : 

E=770i9'3r',9ft, E'= 3o8«5i'45",77, 
logR= 3,8944205, logR'= 3,5:33549, 
M= 99° 22/ 5o", 20» M' = ioi'>ii'5o",8o, 
Ns= 337'» 56' 42", 72, W'= 207» 39. 54" ,97, 

logA = 3,9002650, logil' 3,5817019. 

n' éiani plus grand que nous changerons ici Tordre et 
nous poserons 

N = ao7» 39' 54" ,97 , N' = 337"» 56' 42" ,72, 

logR =r 3,5817019, log lt'= 3,9002650; 

on en déduit 

Ç= .9039' 3", 87, 

80. 45.31", 69, 

i =353.33.5o'%53, 
logp =3,3303990; 

et les coordonnées du Holkensbastion , 

2836,44' » 444»^^<'* 
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NOTE V. 

SUR LA DÉmMINATIOlS tilKONOMÉTlUQUE DES LONÔlf UDES. 
( ÀstrvnonMié jlf^wJ^rjc&ttii, tome V, paife aaT.) 

Soient 0, 0\ Q^^ etc., les époques (au nombre de n), 
auxquelles un clironomèlre a accusé les diflerenrcs a', 
etc., avec les temps des lieux dont les longitudes sonl 
X, x%a?%etc.9 6')9%etc*, étant supposées réduites au 
temps d*im seul et même lieu et u désignant Tavance jour- 
nalière du chronomètre; on aurait, si l'instrument était 
parfaitement régnUer, les équations 

Pour que ces équations suffisent à la détermination des in- 

loniiucs x\ x"y..., w, il faut, d'une part, considérer I uik; 
des longitudes comme donnée, et, d'autre part, il est néces- 
saire que l'on ait observé au moins deux fois dans le même 
lieu; de telle sorte que deux au moins des inconnues x , x% 
x"^ etc. y soient égales entre elles. Si parmi ces quantités il 
n*y ena que deux qui soient identiques, le problème est 
entièrement déterminé; dans le cas contraire, il devient 
indéterminé, et l'on doit faire en soi le i£ue les écj^uations 

O = « — a' H- ( 6' — 0) « — 4? -h Jî% 
o £= ~ a" H- [r — 6' ) « ^ jr' H- a?", 
o =««^ a"^ r) « — «^-4- 

soient satisfaites aussi exactement que possible, car les 
imperfections inévitables du chronomètre ne permettront 
jamais de satisfaire rigoureusement à toutes. Mais on ne 
doit pas accordei* è ces équations des poids égaux; car les 
quantités 

«' — H- ô') » — «'H- 
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représentent l'accumulation de tous les écarts de ma relie des 
chronomètres dans les intervalles 6' — 0, Q" — Ô', etc., cl 
s'il s'agit d^un bon chronomètre, a qui Ton puisse réelle- 
ment attribuer une marche moyenne sans variation crois- 
sante dans un seul sens , la valeur moyenne à craindre pour 
une pareille somme peut être considérée comme propor- 
tionnelle à la racine carrée du temps ccoiilo. 

Ou devra donc, dans l'application de la méthode des 
moindres carrés, regarder les équations précédentes comme 
ayant des poids inversement proportionnels aux di/Térences 

La solution n'a alors aucune difficulté, et fournira les 
valeurs les plus piubaLles de a.', x', x'\ etc., ainsi que le 
poids de chaque détermination. 

J'ajouterai pourtant quelques remarques. 

1. Si la première et la dernière observation ont été faites 
au même lieu, la valeur la plus plausible de u est celle qui 
résulte simplement de )a comparaison de ces observations 
extrêmes. Le calcul devient alors très-simple, car, en vertu 
d'un théorème bien facile à démontrer, on peut, dans les 
équations, remplacer u par sa valeur la plus plausible, 
ou, ce qui revient au même, dn peut employer celte valeur * 
supposée exacte pour corriger les observations et les rame- 
ner à ce qu'elles seraient avec un chronomètre fictif dont 
l'avance serait nulle. 

n. Si l'on a attribué simplement aux diverses équations 
des poids égaux à 

I I I 

l'unité de précision pour les poids obtenus sera l'exactitude 
de celle que Ton obtiendrait à l'aide du même chronomètre 
observé deux fois seulement , et à un jour d'intervalle \ mais 
pour pouvoir comparer les résultats obtenus à Paide de 
divers chronomètres inégalement précis, il faut encore in- 

G. I t 
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troduiie daus le i csultal un facteur qui dépemlc de la plus 
on de la moins grande perfeciion de chaque chronomèlre 
employé. 

Pour y parvenir, je snppose que les expressions 

a — + ( ô' — 0 ) M — -H x', 



deviennent respectivement X, X', X", etc., quand on substi- 
tue aux inconnues leurs valeurs les plus plausibles, soit 



si V est le nombre des inconnues et que 1 on pose 

m = i/ , 

le facteur spéciiiquc relatif à chaque chronomètre est pro- 
portionnel à ^ ou à 2 — I — i » et Ton peut regarder m 

comme l'écart de la marrhe moyenne qui est à craindre 
pour la marche d'une journée. 

ni. Les règles qui précèdent sont relatives à un chrono- 
mètre dont la marche n*est soumise à aucune mé^mxé 
sensible et ccoissante avec le temps. Si cette hypothèse n'é- 
tait pas permise, on pourrait supposer, lorsque les observa- 
tions n'embrassent qu'une période qui n'est pas excessive- 
ment ronsidérable, une variation proportionnelle au temps 
dans Tavance journalière de riustrumeut, en introduisant 
ainsi une inconnue de plus. 

Les équations prendraient alors la forme suivante : 

IV. Pour ce qui concerne la résolution des équations 
d'après la méthode des moindres carrés^ il n'est peut-être pas 
inutile de rappeler qu'on doit commencer, dans le plus grand 
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nombre drs cas, par calculer les valeurs approchées dvs in- 
counues et appliquer ensuite la métliode à la déteriniuation 
des corrections trés-petites que les valeurs doivent subir. 

Il nous a paru utile de rappeler ce conseil général > parce 
que beaucoup de calculateurs ont paru Toublier, et ont été 
conduits k des calculs plus laborieux et peut-être moins 
exacts. 

J'ai détcriuiué la marche des ciuq chronomèires suivant : 



Greeuvfich, '60 Juin '^ . 

Sl5 Juill. 3. 

98 • 3.i3 
a Aoat i.iS 
17 » 10. t8 

î5 » 7^7 
10 Sept. 7.40 



Ilel|p»land, 3 Juill. 3.40 

93 » 12.40 

5 Août f . ^8 
Il » l'S. 9 
Sq b 19 . 3o 

6 Sept. 3. G 

7 • 8.4j 

(i Auùt à.S5 
9 • 19.35 
3i • 9.57 

4 Sept. 99. 19 

i3 Août o.'j 



II. 



nrèmc , 



-4o- 8,00 
43. 1,0'i 
43 18,11 
4j.35,77 
45 53,08 
4fi.5i,56 
46.38,79 

-5i .38,r,r. 
5 1 . 57 ^"^^ 
54.10,33 
54.39,16 

— 47-^>^5 



4 


3o56. 


<%M »» Irf 

904. 


1959. 


/ // 
4- 1. 2,-47 

I .3i, ij 
1 .36,96 
1.44.44 
a. 6,i4 
•j.i5,84 
a.4o,36 


H-30.59,75 
30.50,07 
30.31,78 
39.35,69 
39.10,48 


4i^.'îo,a4 
48.68,87 
49-57,83 
50.37,15 


/ // 
-+-5o. a9,3i 

50.39,69 

5o.59,i4 

51.38,66 

59. 3,45 


— 3o.a6,84 
3o. 3,89 
39.43,3^ 
29. 33, 4 3 

98.58,94 
98.56,71 


— 0.30,34 

I . 10, ^4 
1 .3-1,75 
•j. 40,67 
3. 4.55 


-+-16.47,39 
17.37,51 
18. i,3o 
19.17,03 
19.43,80 


-+-18.48,39 

19.26,77 

19.47.2.» 

ai. 6,')^» 


— 37 .55,76 
37.50,03 
37.91,30 
37.15,91 


— 9.28,^0 
9.38,81 
10.56,68 
ii.j5,36 


^ 9.38,48 

y.4o,3o 
11. 5,99 
11.34,49 


1 . iG,25 
Il .37,76' 
19.35,1)<) ' 
13.48, 10 


—33.16,49 


— 5.93,37 


-+-14.21 ,86 


-hi6. 5,83 



Prenons pour exemple le élu (iiK»mèlrc de Rrej;uet 3o56. 
Soient u la longitude de Helgoland, — x ccllede Greenwich, 
y celle irAltona.^e ne fais pas entrer r( ]]e de Brème dans 
le calcul , car n'ayant pour cette ville qu'une seule obser-* 
vatton , il est impossible delà contrôler. Je coinpte le temps 



( «64 ) 

à partir do la première comparaison du chronomètre n** i 
(Greeiiwich, 3o juin, S^'sa"). Eu substituant au chrono- 
mètre de Bregoei un instrumeai fictif dont l'ayance soit 
nulle, nous trouvons : 

0 



a2,4 




35,0 




28,0 


-h ig5o,87 — «; 




-h 1950,29 — 


35,9 


-h 59,08; 


37,1 


— 434,98 -h jr; 


40,4 


— 433,49 + 


4«.4 




48,3 


H- 1949,60 — «; 


56,a 


+ 1952,74 — x; 


6t,6 


H- 61.32; 


62,2 


— 432,53 4- j; 


66,5 


— 434,98 -h 


68,0 


60,19. 



Dans ies équations ci-dessus . les inconnues x jr sont 
séparées, ce qui facilite leur détermination; nous trouvons 
pour X quatre déterminations : 







188^,40 


' =o,38; 
2,0 


1891,21 


= o,33; 

D,0 


1889,78 


-i. = o,i79 
5»9 


i89r,42 





d'où Ton déduit : 

Jt = 1890", 36 1 ^"j r 

on trouve de même : 

y = 494'»"* 3»83. 



( «65 ) 

D'après ces valeurs, le chronomètre fictif marquera, en 
temps de Helgolaad, 



a2,4 


60" ao; 


0,96; 


25, o 


59,24 — 




6o,5i 4- 






59,93 — 
59,08 — 


o,58; 


35,9 


o,85; 


37,1 


59, 14 H-o, 06; 


4o,4 


6o,63h- 


»»47i 


42,4 


59,88- 


0,75; 


4B,3 


59,24 — 


0 ,62 ; 


56.2 


62,38 + 


3,t4; 


61, G 


61,32 — 


T ,06; 


62, 2 


6 1 , 5g -h 


0,27 ; 


66,8 


59, i4 — 


2,45; 


68,0 


60, 19 -fr 


1 ,o5; 



d'où Ton déduit 



S = 6,00, 



et l'erreur moyeane à craindre est ; 

poar X, o",75; 
pour X , o",4o. 

Les résultats fournis par les cinq chronomètres donnent : 





X = 1 890 , 36 


à craindre. 


POIDS. 


Br^net. . . • . 


0,75 


1,78 




1893,39 


0,67 


2,23 


Bariaud. . . . 


1892,32 


0,49 


4.i6 




1892,39 


. 0,43 


5,4i 




1892,52 


0,35 


8,16 


Moyenne. * 


1;= 189^,35 




21,74 



( i66 ) 



on trouve de même, 


pour y : 






Breguet yz 




0, 10 


6,25 


IKcsfiel* ■ • • • 


493,89 


o,36 




Barraud. • . . 


493,67 


0,21 


«4»79 




493,98 


0,29 


11,89 


4 


494,16 


©,«4 


17,36 








58,oi 



Le nombre place sons le nom de pindi dans la dernière 
colonne, est Finverse dn carré de l'erreur moyenne à 

craindre, en prenant ainsi , poni jioids unité, celui qui cor- 
respond aux observations qui donnent une erreur moyenne 
à craindre égale à de sorte que, pour Altona^ Terreur 

moyenne à craindre est = o^,i3 ; mais il vaut mieux 

considérer les nombres de la dernière colonne comme indi- 
quant senlement des rapports , et déduire la précision ab- 
solue de l a différeiice entre les vnlcursdes derniers résultats 
trouvés pour X et au moyen de chaque clirononièlre, La 
précision trouvée de cette manière sera toujours uu peu trop 
grande , puisque les déterminations de temps à Grecnwich^ 
à Helgoland et à Altona n*ont pas nne précision absolue, 
et que, par conséquent , quel que soit le nombre des chro- 
nomètres , les erreurs qui proviennent de cette source se 
feront toujours sentir dans chaque résultat final. 

On peut obtenir, de la manière suivante, la longitude 
de Brème. 

Soit z cette longitude à Test de Helgoland \ la comparai- 
son du chronomètre de Breguel donne la position du chro- 
nomètre fictif 9 

— i65%52 -h s, 

et l'on déduit de la comparaison avec les résultats précé- 
dents, 



( 'G?) 

les autres donaeraicut - 

iz=1l^y^S ^ =0,2 

225,24 0,9 

Le poids 0,9 doitètre multiplié par -, les cinq chronO" 

mètres donuenl : 

Bregaet 225,24 '«^ 

Keasel 226,84 i»9 

Barrand 226,39 3,6 

t 226,04 ^>9 

4 224,86 4,3 

• 225, 4^ '4»3 

La longitude de Brème , qui serait, d'après cela, 268'', 54 
à Touest d' Alloua, est naturcUciuent ailectée des erreurs 
sur la détermination du temps à Brème , et cette différence 
semblé trop petite de plusieurs secondes. D'après mes trian- 
gtdations, la tour de Ansgarîus est de 273''^, 5 1 en temps à 
Touestde Gôttingue, et l'observatoire d'Olbers k 2yi",g. 



Fizr. 
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